Université 20 aout 1955-Skikda- Niveau : 3eme LELT
Département de Génie électrique Module : Théorie du champ
Année univ 20 /20 Durée : --- heur

-TDO0-Connaissances préalables recommandées

Auteur : -SEKHANE .H-

* Remarque et remerciement : On tient a remercier Mr : A. Fizazi, université de Bechar pour
son TD disponible sur le net sous le titre « Rappel sur le calcul vectoriel » ; Ce TD est extrait
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1) Calcul vectoriel:

1-1 Grandeur scalaire: toujours exprimée par une valeur numérique suivie de 1’unité
correspondante. Exemple : volume, masse, température, charge ¢lectrique, énergie...etc.

1-2) Grandeur vectorielle : On appelle grandeur vectorielle toute grandeur qui nécessite un
sens, une direction, un point d’application en plus de sa valeur numérique appelée intensité ou
module. Exemple : la vitesse, la force, le champ électrique...etc.

1-3) Somme géométrique des vecteurs : Cette opération fait appel au dessin.
1-3-1) Somme de deux vecteurs :
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Fig. 1. Somme de deux vecteurs.

On calcule le module du vecteur résultant a partir de la loi des cosinus:
D =\/VZ +V} —2V;V, cos

1-3-2) Somme de plusieurs vecteurs :

7

Fig. 2. Somme de plusieurs vecteurs.




1-3-3) Soustraction de deux vecteurs :

» V1

Fig. 3. Soustraction de deux vecteurs.
D=V,-7 =D =7+ (V)
1-4) Composantes d’un vecteur : Chaque vecteur peut étre considéré comme étant la somme
de 2 vecteurs ou plus (nombre de possibilités illimité). Dans le plan, soit le repére R(O;i , j)
a) En coordonnées rectangulaires : on décompose le vecteur V suivant I’axe des X et ’axe
des Y, comme indiqué sur la figure 4.

V.=Vcosa
vV, =Vsina

1

S
Fig. 4. Composantes d’un vecteur.

En désignant les deux vecteurs unitaires 7 et j, respectivement dans les directions des deux
axes OX et OY, nous pouvons écrire :
=1,V fV
v + Vy =W + ]V, ;
Wcosa+jVsina =V =V(icos a + jsin a)
u:v= sz + V2

En utilisant les coordonnées x et y nous pouvons aussi écrire : V = \/x2 + y?2

Exo 1 : Trouver la somme et la différence des deux vecteurs 71’(;1) ; W(;;) dans le repere
b) Dans I’espace : dans le repére R(O;i, j, k) (base orthonormée), nous remarquons que :
V=V, +V, +V, 2V =1, +jV, +kV,

Z A

Fig. 5. Composantes d’un vecteur dans 1’espace.




Nous pouvons assurer géomeétriquement que :

v,
cos 6 =TZ=>VZ =rcos0

sinf =§:>p=rsin9

X

cos<p=%=>Vx =pcosep =V, =rsinfcos ¢

=psing =V, =rsinb sing

, v,
sing ===V,
D

En résumé :

sin 6 cos ¢
sinf sin @

%4
=V
V, =V cos@

v,
Y

Le module : V = /VZ + ;2 + V2

Ou en coordonnées cartésiennes : V = {/x? + y? + z?2
Remarque : En notant par « et B les angles respectifs formés par le vecteur V avec les axes
OX et QY, et de la méme fagon que nous avons obtenu les équations précédentes il vient :

V., =Vcosa
V, =Vcosp
V,=Vcos@

Nous pouvons déduire I’expression :

cos’a + cos?f+cos?6 =1
Exo 2 : Trouver la distance qui sépare les deux points A(10,-4,4)u et B(10,6,8)u représentés
dans le repére R(O;i, j, k).

1-5) Produit scalaire : On appelle produit scalaire de deux vecteurs 71 et 7£ le nombre réel :

7172 =V.V; COS(Vl)- ‘72)
Exemple: Le travail de la force F qui provogue un déplacement AB est donné par la formule
W = F.AB.cosi¢F.AB) (on lit W est le produit scalaire deFparAB), on écrit :

W = F.AB & W = F. AB. cositF. AB)
*Expression analytique du produit scalaire :

a) En coordonnées rectangulaires @ Soit les deux vecteurs 71(;1) ; 72(;2) dans le repere
V{VZ) = (x1?+ le (Xz_i+ yzD = X1X2_i_i+ xlysz+ Xzylf_{+ }’1)’2ff

2=1: anrs:Vl).VZ)= X1.X2 +Y1. Y2

b) Dans Pespace : Soit les deux vecteurs V; (;}) A <§§> dans le repére R(O;i , j,k).

71 Z3
Onal.j=tk=jk=0;i=7=k=1;alors: V.V, = 1., + y1. V2 + 1.2,
c) Propriétés du produit scalaire :

1) Commutatif : 71)72) = 7{7{

2) Non associatif : 28 (72). VT,) n’existe pas car le résultat serait un vecteur.

3) Distributif : (par rapport a la somme vectorielle) 7{ (7;+ 73)) = 7{ 7{ + 7173




Exo 3 : Calculer I’angle compris entre les deux vecteurs : V; =31+ 2f—k et V, = — —
2] + 4k.

1-6) Produit vectoriel : On appelle produit vectoriel de deux vecteurs V{ et 72) le vecteur W
perpendiculaire au plan qu’ils constituent. Nous écrivons par convention : W= 71) A 72)

_ 4

w

WA
Le module est donné par : W = V.V, sin(Vl). Vz))

TA AT =

=7
=k

->

INJ=k;iNk=T7

EAfl=[ink|=]fAk|l=1

Remarque : le module W = V,.V, sin(V;.V,) représente ’aire du parallélogramme formé par
les deux vecteurs, ce qui laisse sous entendre la possibilité de lier un vecteur a une certaine
surface.

a) Calcul du produit vectoriel de deux vecteurs : Soit 71 <§}> ; 72 <§§)

Z1 Zy
En utilisant les coordonnées cartésiennes dans le repére R(O;i , j,k), on peut écrire :
V_V’_ + _] +k _-oyl Zl|_—o
=[x o ATy, 7|7/
X2 Y2 22
W= 2=y, z)T— (X1 2 — % z))f + (X1 y2 — %3 Y1k
Le module du vecteur est donné par 1’ expression

W = \/(}’1 Zy =y 21)% 4+ (%1 23 —x; 21)2 + (X1 Y2 — %3 Y1)?

X1 Z1| —>|x1 }’1|
Xy Zp X2 Y2

b) Propriétés du produit vectoriel :

1) Anticommutatif : 71’ A Vz’ = —VZ’ A Vf

2) Non associatif : V; A (V; AV5) = (V, AV) AV;

3) Distributif : (par rapport a la somme vectorielle) V; A (Vo +.V5) = (V; AV3) + (V] A V3)
Exo 4 : Calculer le vecteur W |, produit des deux vecteurs : 7{ =(2,1,—-1) et 72) = (1,0,-2),

en déduire I’angle 6 compris entre eux.

1-7) Produit mixte : Le produit mixte de trois vecteurs V;,V, et V5 est la quantité scalaire

définie par :
X1 Y1 7

V. (72’/\73’) =|X2 Y2 Z2| = (V223 — ¥322)% — (X223 — X32) Y1 + (X2)3 — X3Y2)7;
X3 Y3 Z3




2) Vecteur (opérateur) nabla (V) : L’opérateur différentiel vectoriel nabla est definit par :

a @ G . e : N
E’Eet 5, - sont respectivement les dérivees partielles par rapporta x, y et z.

* Nous allons définir le gradient, la divergence et le rotationnel a I’aide de cet opérateur.

3) Gradient : En coordonnées cartésiennes le gradient d’une fonction scalaire f est définit
par :

—_— = of » , 0f »  Of P
gradf =V(f) = Li +é] +2Lk
Exo 5 : Calculer le gradient de la fonction f(x,y,z) = 3x2y3z.

4) Divergence : La divergence d’un vecteur V est définit par le produit scalaire :

-0 o av, av av,
divV =V.V=—"2424+-2
ox dy 0z

Exo 6 : Calculer la divergence du vecteur : V (x,y, z) = 2xyi — 3yz%} + 9xy3k

5) Rotationnel : Le rotationnel d’un vecteur V est définit par le produit vectoriel :
+T -] +k

a a 0

ox dy oz

o L

Exo 7 : Calculer le rotationnel du vecteur : V(x, y, z) = 2xyi — 3yz%] + 9xy3k

—

rotV =V AV =

6) Le Laplacien :

—= d a
A=—+—
dx? + dy? + 9z2

6-1) Le Laplacien scalaire : Le Laplacien d’une fonction scalaire est égal a la divergence de
son gradient :

iy —_— - — — 62 62 62
Af = div(gradf) = V.V(f) = V3(f) = #JrﬁJr#

6-1) Le Laplacien vectoriel: Le Laplacien d’un vecteur V est égal a la divergence de son
gradient :

AT = dio(gradV) = 9.9() = (V) = 241+ 227
7) Relations utiles entre les opérateurs :
m(r_ot)l_/)) =0 ;VI7
rot(gradf) =0 ;vf
div(AV) = AdivV + gradAv
rot(AV) = AotV + gradA AV
rot(rotV) = W(ﬁﬁ) — AV
div(A A B) = Brotd — ArotB
div(4 + B) = divA + divB

0 0 ——aV
gz(dlUV) = dH]SF




