


[. Chapitre 2 : Commande adaptative
par modele de rétérence

1.1. Introduction

La commande adaptative est une technique promettant, qui permet d’améliorer la commande
de systémes en présence des incertitudes dues a plusieurs facteurs tels que la dégradation,
I'incertitude des parametres, les changements internes dans la dynamique du systéme, les
bruits externes ...etc. La commande adaptative décrit tout systeme de commande possédant

la capacité d’ajuster les parametres de contrdleur en ligne en basant sur les états passés et
actuels du processus. Le schéma bloc de la commande adaptative contient les parametres
d’ajustement qui sont appelés les parametres d’adaptation et le mécanisme d’ajustement qui
est appelé la loi adaptative, cette derniére se décrit par des équations mathématiques [17.
Les premieres recherches sur la commande adaptative remontent aux années 1950. En 1951,
Draper et Li ont développé une commande pour l'optimisation des performances d'un
modele de moteur qui comporte des incertitudes dans sa dynamique. En 1955, Whitaker et
al. s’est intéressé a la conception d’un autopilote avancé pour un avion qui se déplace sur un
large espace dans certaines conditions de vol en utilisant une commande adaptative a un
modeéle de référence. Le modéle de l'avion a piloter présente des incertitudes et des
variations dans sa dynamique.

A partir de I'année 1960, une nouvelle technique moderne de la commande adaptative s’est
apparu en y introduisant la théorie de stabilité de Lyapunov. Dans la méme année, Li et Van
der Velde ont proposé une nouvelle technique qui est connue sous le nom de systémes
adaptatifs auto-oscillants, pour améliorer les performances de la compensation adaptative des
variations paramétriques en introduisant un cycle-limite a la boucle de la commande.

En 1970, une amélioration a été introduite a la commande adaptative en utilisant la théorie
de stabilité de Lyapunov pour la conception de controleur adaptatif a modele de référence.
Plus tard, en 1980, malgré T'efficacité de la théorie de stabilité de Lyapunov, le contrdleur
adaptatif fait preuve d’'un comportement instable en présence d’'une faible perturbation ou a
cause d'une dynamique non modélisée. Ce qui est conduit a conclure que cette commande
adaptative est sensible a la précision de la modélisation de systémes, ce qui est amené a des
résultats inadéquats entre le systéme réel et le modele de systéme. Ce manque de robustesse

a obligé les chercheurs a proposer des modifications robustes pour améliorer les propriétés



de stabilité de la commande adaptative. Ces modifications représentent une nouvelle classe
de commande qui est connue sous le nom de commande adaptative robuste.

Depuis I'année 1990 et jusqu'a présent, les recherches dans le domaine de la commande
adaptative restent actives, et elle devient plus intelligente en introduisant les réseaux de
neurones et la logique floue dans le mécanisme d’adaptation, ou ils ont été utilisés pour
I'estimation des parameétres incertains de systémes. Par conséquent, des nouvelles classes de
la commande adaptative ont été développées telles que : commande adaptative neuronale,

commande intelligente ...etc.

1.2. Les différentes méthodes de commande adaptative

La commande adaptative est une technique qui permet d’adapter en permanence certains
parameétres du régulateur en fonction d’un indice de qualité de commande. Le but de cette
commande est d’atteindre et de maintenir le comportement du procédée commandée au
voisinage des valeurs désirées lorsque systéme possede des paramétres inconnus et variant
dans le temps, ou de régler en boucle fermée les parametres de régulateur si les paramétres
du systeme sont inconnus et constants [17] [2].
Dong, la technique permet d'introduire des systémes d’adaptation au moyen de I'ajustement
adéquat des parameétres du systéme par :

e L’introduction des actions de commande

¢ Le changement de la structure du systéme

e Le changement de 'algorithme de commande

1.3. Classification des systémes a commande adaptative

1.4. Commande adaptative en boucle ouverte

La figure 1.1, présente le schéma bloc de la commande adaptative en boucle ouverte. La
technique de commande adaptative en boucle ouverte basée principalement sur I'idée qu’il
existe une relation rigide entre les variables mesurables caractérisant I'environnement, et les
parameétres du modéle. Les parameétres du correcteur sont ajustés a partir d'un tableau, ce
tableau contient pour chaque ensemble de mesures provenant de I'environnement
(conditions de fonctionnement) les parameétres du correcteur correspondant. Cette méthode
agit en boucle ouverte, par conséquent, les modifications des parameétres de controleur sont
calculées indépendamment de I'état du systéeme. A Cet effet, la commande peut étre échouée
si la relation entre les mesures de l'environnement et les paramétres de systémes sont

changés [27].
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Figure 0.1 Commande adaptative en boucle ouverte.
1.4.1. Commande adaptative directe

Le modele de référence doit contenir les spécifications désirées en termes de caractéristiques
dynamiques, qui permettent au systéeme commandé d’avoir le comportement souhaité en
boucle fermée. Si on prend la poursuite comme l'objective de commande, le modele de
référence peut-étre se caractérise par son temps de réponse, son dépassement son facteur
d’amortissement ou sa fréquence propre [27].
La figure 1.2, reformule le schéma bloc de la commande adaptative directe, dont le modele de
rétérence est I'équivalent d'un systéme avec les performances désirées.
Cette technique pourrait remplir principalement deux objectives :

- Atteindre une erreur nulle entre la sortie du systéeme commandé et le modele de

rétérence s’ils partent des mémes conditions initiales.
- Avoir une erreur qui converge asymptotiquement vers zéro si les conditions initiales

sont différentes.
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Figure 0.2 Commande adaptative directe.

Selon le schéma bloc, le mécanisme d’ajustement se fait a partir de I'information venant de
sortie du systéme, de la sortie du modele de référence et de la commande et la diftérence
entre les mesures la sortie du systéme réel et le modele désiré (plant-model error). 1L'ensemble
de ces informations permet d’ajuster les parameétres du correcteur en temps réel. Le modéle
de référence peut recevoir des mesures a partir du systéme a commande pour prédire la

sortie désirée du systéme.

Le schéma de commande adaptative par modele de référence constitue un prototype de base
de la commande adaptative directe. L'erreur entre le systéme et le modele est une erreur de
prédiction de performances désirées, elle est utilisée avec les informations recueillies pour

ajuster directement les parametres de correcteur.

1.4.2. Commande adaptative indirecte

La commande adaptative indirecte est la technique de synthése en temps réel d'un
correcteur. La conception du correcteur en temps réel peut étre réalisée si le modeéle du
systeme est estimé en temps réel a partir des mesures entrées-sorties du systéme.
La commande adaptative indirecte est réalisée principalement en deux étapes:

1- Estimation en-ligne (temps réel) des parametres du modele du processus,

2- Calcul en-ligne des parameétres du correcteur en fonction du modele estime.

La figure 1.3, décrit le schéma bloc de cette technique
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Figure 0.3 Commande adaptative indirecte.

Le schéma bloc présenté dans la figure 1.4, montre le mécanisme global de l'estimation en-
ligne des parametres du modele. La technique est basée principalement sur la construction
en-ligne d’un correcteur ajustable des sorties du systéme, en utilisant les sorties précédentes
du systéme pour prédire les sorties actuelles. L'erreur entre la sortie du systéme et la sortie
prédite est utilisée pour ajuster le correcteur a travers un algorithme d’adaptation des
parameétres qui ajuste a chaque instant les parameétres du correcteur dans le but de minimiser

I'erreur de prédiction dans le sens de certains critéres prédéfinis.
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Figure 0.4 Prédicteur dans une commande adaptative indirecte.



1.4.3. Commande adaptative par modele de référence

La commande adaptative par modele de référence (MRAC) est utilisée un nouveau
mécanisme pour adapter certains parametres du systéme au cours de du temps. Deux
problémes sont résolus par cette commande ; I'identification et I'estimation. L’adaptation
effectuée par cette méthode permet d’affiner au cours du temps le réglage initiale du systéeme

de commande, et de tenir compte de variations des parametres du systéme a commander

[3].

L'objectif de cette commande et de rendre le comportement du systéme commandé
coincident avec celul du modeéle de référence estimé en boucle fermée. Donc, on cherche a

assurer leurs convergences quelques soit les perturbations internes ou externes [37.
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Figure 0.5 Schéma de commande adaptative par modele de rétérence.

Selon la figure 1.5, la commande adaptative comporte deux boucles, une boucle interne de
régulation qui contient le systéme a commander et le correcteur, et une boucle externe
d’ajustement qui un algorithme d’adaptation. Les parameétres du correcteur sont établis au
niveau de la boucle externe de fagcon que la différence entre la sortie du modéle de référence
et celle du systéme soit minimale [27] [8]. On peut distinguer deux méthodes d’ajustement

des parameétres du correcteur :



1- Les méthodes du gradient.

2- Les méthodes basées sur la théorie de Lyapunov (ex : méthode directe de Lyapunov).

1.5. Mise en ceuvre de la commande adaptative
1.5.1.  Notion de I'indice de performance

Le mécanisme d’adaptation se base partialement sur la minimisation de I'écart e(t) = ym(t) —

y(t), ce dernier doit modifier les parametres de correcteur de telle fagcon que cette erreur
tend vers zéro. La détermination du mécanisme d’ajustement est '’étape la plus importante
dans la synthese de la commande adaptative par modele de référence et I'algorithme

d’ajustement est calculé en fonction de I'indice de performance sélectionné.

La qualité d’auto-ajustement dépend de I'indice (critere) de performances J adopté, qui est
généralement dépend de I'erreur e(t) entre les signaux de sortie du modéle de référence et

celle du systéeme a commander (ou le systéme en boucle fermée).

J(e) =Jlym(®) — y(®)] 2.1

I1 existe plusieurs forme du critére de performances, on en distingue ceux les plus utilisés

sulvants :

1- Critere linéaire (IAE) :
Ji= [le(®)ldt 2.2
2- Critére quadratique (ISE) :
J2 = [ e(®)?dt 2.3
8- Critere linéaire avec pondération de ¢ (I'TSE) :
J3 = [ tle(®)ldt 2.4
Appelé aussi critére de Craham et Latrhop

4- Critere quadratique avec pondération de ¢ au carré (I'TSE) :
Ja= [ te(®)?dt 2.5
5- Criteére linéaire avec pondération de # (ISTAE) :
J5= [, t*le(®)ldt 2.6
6- Criteére quadratique avec pondération de ¢ au carré (I'TSE) :

Ja= [t e()?dt 9.7

Remarque : Le critére linéaire est le plus commode a utiliser.



1.5.2.  Principe d’ajustement des parametres

La conception d’'une commande adaptative a modele de référence ne réussit que si quelques

hypothéses soient vérifiées. Deux cas sont considérés :

1- Cas idéale :

- Le modéle de référence doit étre linéaire invariant dans le temps.

- L’ordre de modele de rétérence doit étre le méme que celui du systéme.

- Les parametres du systéeme ajustable dépendent seulement de mécanisme
d’adaptation.

- T'état de sortie du systéme est mesurable.

2- Cas réel :

- Le modele de rétérence est généralement est non linéaire.

- Le systeme ajustable est généralement non linéaire variant avec le temps.

- Les dimensions du systéme et le modele de référence ne sont pas les mémes.

- Le systeme ajustable subit aussi a des perturbations interne et externe.

- Les bruits additifs affectent aussi la mesure d’erreur.

1.5.3. Méthode de gradient (regle MIT)
1.5.3.1. Principe de la méthode

Le systeme de commande adaptative par modele de référence utilise la régle du gradient
(regle MIT) pour la synthese du mécanisme d’ajustement. Cette regle MIT est basé sur le
calcule de gradient de I'indice de performances par rapport au parametres du correcteur. Le
calcul du gradient est dans le but de varier les parameétres ajustables du correcteur de telle
tacon que leurs vitesses de changement soient proportionnelles aux éléments du gradient
correspondants. Cette opération n’assure pas la stabilité globale au systéme, mais elle
permet de trouver un compromis entre la stabilité et la vitesse de réponse lors de la

simulation [87.

On considere la figure 1.6, qui montre le schéma bloc du systéme du commande adaptative

par modele de référence.
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Figure 0.6 Schéma bloc général d'un systéme de commande adaptative par modéle de
rétérence.

Selon le schéma, on peut écrire la dépendance entre la sortie et I'entrée du systéme de

commande par la relation suivante :

Y(s) = W (s, Bg, Ag)Yc(s) 1.1
Ou, Wy (.) représente la fonction de transfert du systéme en boucle fermée donnée par la
relation suivante :

N WR(S'BR)WO(S'AO)
Wf(s’ BR’AO) ~ 1+WR(S,BR)W0(S,A0) 1.2

S = d/dt : est 'opérateur de Laplace.
Bg (t) = { by, by, ..., by} : vecteur des paramétres ajustables du régulateur.
Ay (t) ={ap1, a9z, -, Agn} : vecteur des parameétres non contrdlables su systéme.
De la boucle externe, le modele de référence est décrit par I'équation :
Y (s) = Wi (s, Ap) Y. (S) 1.3
W, représente la fonction de transfert de modeéle de référence.

L’indice de performance J(e) (ou critere de qualité) introduit par la relation suivant :

a] 9] a]
grad](e) = {a_bl'ﬁ' ,M] 1.4



Cet ensemble des éléments est appelé gradient du critére J, les éléments de ce vecteur sont
les dérivées partielles du critére par rapport aux parameétres ajustables by, by, ..., by.

I1 est mentionné auparavant que la méthode MIT permet de varier les paramétres ajustables
dont leurs vitesses de changement sont proportionnelles aux éléments correspondant au
vecteur de parametres de régulateur.

db; _ aj

q —)/ia—bi 1.5

Avec y; coefficients de dosage de l'algorithme d’ajustement et le signe moins dans (1.5)
signifie que la fonctionnelle Jie) est a minimiser.

On a J(e) =](m —y) =]J[e(4y, Br)], étant donné que Jfe) dépond des paramétres du
systeme qui changent de fagcon imprévisible. Donc, le calcul direct des parametres du
gradient (1.5) est difficile, pour cela, il est possible d'introduire la méthode des opérations

auxiliaires pour faciliter le calcul. La relation (1.5) devient :

db; ___ 0J[e(4o,BR)] de.

1.
dt < de db; 6

OnaE(s) = [Wm(s) — W (s, BR,AO)]. Y.(s), le terme W, (s) ne dépend pas des paramétres

ajustables, donc la drivée partielle d’erreur est donnée par la relation suivante :

de __dy _ AW f(s)
ob;  ob; [e(®)- ab; ] L
On remplace le résultat de (1.7) dans (1.17) on aura:
L{2 = sb; = 3, 29 CERA) y (o 18
ac) TP T Yitg ab; e ‘

On remarque que le terme Wg(.) est difficile a calculer car il contient les paramétres non

mesurables a;, pour surmonter cette difficulté, on utilise 'opérateur auxiliaire [va =
Wi(s)7]. Ces opérateurs auxiliaires sont des fonctions sensibles de la fonction de transfert
principale W (s, Bg, Ag) par rapport aux variations des paramétres b; du régulateur. Donc,
selon T'expression (1.8) les valeurs de la dérivée partielle d’erreur correspondant a la
réaction d’un systéme dont sa fonction de transfert est Wi(s) est excité par un signal y,(t).
Les valeurs calculées de la fonction de transfert W(s) contenant les paramétres b; et les

parametres a; non mesurables. Pour surmonter cette difficulté on remplace les coefficients

a; par leurs valeurs calculées a} (cette opération est réalisable car le but de la commande est



rendre le comportement du systéme similaire a celui du modele de référence). Ainsi, les

fonctions de sensibilité recherchées correspondent aux valeurs réelles désirées
lorsque Wy, (s) = Wr(s), et Wi(s) = Wfl(s) La relation (1.8) devient :

db; aj i
L = v 2 Wh(9).%e(s) r

Apres intégration on aura le gain du correcteur :

bi(8) = b;(0) + . [y LW (D). ¥ (D) 1.10

Le gain du correcteur (1.9) peut étre présenté dans la figure 1.7.
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Figure 0.7 Schéma de 'algorithme d’ajustement (1.9).

En dérivant 'expression (1.2) par rapport a i-eme élément {b;} du vecteur By , on trouve :

OWf(s,BrAo) _ OWg(s,Bg)  WF(sBrAog)

db; db; " Wo(s,A0)W3(S,BR) 111
D’apres 'expression (1.2) on peut extraire la valeur de W,
w (S'BR'AO)
Wo(s, Ag) = L 1.12
0(s,40) WR(s,BR)[1-W £(5,BR,Ao)]
En remplagant I'expression (1.12) dans (1.11), on obtient :
W) _ awr© WrOM-W,O] 113

abi 6bl ' WR(S,BR)

Ona¥(s) = W(.).Yc(s), donc:



9Y(s,BrAo) _ OWR() WrO[1-Wr()]

db; ab, ' WRg(s,Bgr) Ye(s) 1.14
Compte tenu de (1.6) et (1.7), on obtient I'expression suivante :
db; _ _ 9j(e)aWr() [1-W;()]
dt = Vi de ob; ) Wr() ' YC(S) 1.15

Le but d’algorithme d’ajustement est de trouver les valeurs des parametres {b;} du dispositif
de commande en rapprochant les opérateurs W(.) du systéme a régler et du régulateur
Wr(.) Avec celui de modeéle de référence W, (.). Pour cela, il est nécessaire que la partie
droite de I'expression 1.15) soit complétement déterminée. Par conséquent, il est autorisé de
remplacer le terme W (.) par celui de modéle de référence Wy, (.) Dans T'expression (1.15).
dans ce cas, I'expression (1.15) ne contient plus les parameétres non contrélables Aj.

L’algorithme d’ajustement s’écrit sous la forme suivante :

_ gy (abiy _ 1 0j(e)dWr() [1-Wn()]
Sbi_L{dt}_yl's' 2e on " Wl Ye(s) 1.16

La figure 1.8, représente le schéma bloc de I'algorithme d’ajustement décrit pat I'expression

(1.16).
e(t) aJ
" e
b(0)
ye(t)

Figure 0.8 Schéma bloc de I'algorithme (1.16).

Maintenant on va ajuster les paramétres du correcteur situés dans la chaine de contre
réaction comme montre la figure 1.9. En utilisant le mécanisme d’ajustement situé dans la

boucle de retour, on peut écrire

A7 [~ D \
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Figure 0.9 Schéma de correcteur sur la chaine de contre réaction.

_ Wo ()
We() = TTWROWe 1.17
et
Wi ()
Wy()=—"2L"+— 1.18
o) 1-Wr(OWR()

Si on remplace Wy (.) Par sa valeur dans la dérivée de W (.), on obtient

[ Wf ]2
owr W@ owg _ 1i-wywg] oWg , OWg 1o
e < — W . - - . .
db; (14WRrWp)2 "~ ab; [1+WR(1—W;WR)]2 ab; f db;
On remplace (1.19) dans (1.8), on obtient
ab) _ 2@ (_ oWk o
L{dt} = Yi—, ( o0, .Wf)YC(s) 1.20
On a d’apres la figure 1.6
Y(s) = Wr()Yc(s) 1.21
Et en remplagant Wy (.) par Wp,. () dans I'expression (1.20), on obtient
db; dj(e) aWgr()
L{SH = sby = =y, 2 T W (DY (5) 1.22

L’indice de performances est de la forme :



1 2
J(e) = e ()
L’algorithme d’ajustement (1.5) s’écrit :

db) _ o ) _ Y0
L{E}_Sbl_ Vi de =Yi abi'E(s)

Avec E(s) = Y,,(s) = Y(s)
Donc :

Oe _0m—y) _ _ 9y
ab; ab; ab;

On remplagant (1.24) and (1.23) on aura I'algorithme d’ajustement final :

db; __ de(t)
ac  ViTon, € (t)

Exemple 1.1 : (Commande adaptative en boucle ouverte).

Sout le systeme linéaire monovariable représenté sur la figure 1.10 [2].

1.23
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Figure 0.10 Commande adaptative en boucle ouverte.

Ym

La fonction de transfert du systeme G(s) est connue mazis le gain k est inconnu. L’objectif est de trouver

un correcteur en boucle ouwverte pour que systéme corrigé posséde la fonction de transfert Gm(s) du

modele de référence :

G (s) = koG(s)

On utilise pour cela un correcteur proportionnel. La commande est alors donnée par

u= 0y,

avec 6 le parametre ajustable du correcteur et yc la consigne.

1.25

1.26

81 le gain k était connu, la poursuite parfaite du modeéle de référence est réalisée si (voir la figure 1.10)



OkG(S) = G(s) = koG(s)

Ce qui implique la valeur survante pour le gain 0

p="Xe
k

Mais le gain k est inconnu. On utilise alors la régle MIT pour la mise a jour du paramétre 9 :

o Jde
ac . Yoo’
Or
e=7y— Y = [0kG(s) — koG(s)]. ¥,

En dérivant par rapport a 0, et en tenant compte du fait que ym = k0G (s) yc :

de k
= kG(S)yc = k_ym
0

00
D’ou
do k .
ar —Vk—OJ’me = 7Y¥Ym€
On tire finalement
de S
2= VImeé

Le schéma de la commande est donné par la figure 1.11.
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Figure 0.11 Commande adaptative proportionnelle en boucle ouverte.

Exemple 1.2: (Commande adaptative d’un systeme du premier ordre).

Soit un systeme linéaire décrit par un modele du premier ordre [2] :

1.27

1.28



— = —ay + bu 1.29

avec a et b deux parametres inconnus.

On souhaite avoir un comportement en boucle fermée similaire au modéle de référence du premier

ordre également

dym

d_t = —amYm + bmYc

On utilise la commande suivante
u(t) = 61y, — by

en remplagant u(t) dans 1.29 on obtient :

% = —ay + b6y, — bby = —(a + b0)y + bbyy, 1.30

qui représente le systéme en boucle fermée. On aura un comportement similaire au modele de référence

$t:

a+b92:am b91=bm
Soit
b,
0, =—
L7 p
_ap—a
6, = b

a et b sont inconnus, alors on peut pas calculer 8, et 9,.

Il existe 0y et 0, (sont les approximations de 0, et 0, respectivement) sachant que

{a+b62=am
b91=bm

L’ordre du systeme et du modele de référence étant le méme, il est possible de faire une poursuite

parfaite du modeéle de référence.

. . . L d . .
En introduisant l'opérateur de différentiation de Laplace s = o léquation 1.30 elle devient :

b,

y=s+a+b92

Ye



de de Oe
alcule alors — = [— —]7 -
on calcule alors — [a@1 36,

ae_ b
96, s+ a + bo, °
de b20, b

96,  (s+a+ b6,)2”° " s+ a + bo,

y

Ces relations ne peuvent pas étre utilisées directement car a et b sont inconnus. On utilise alors une

approximation en remarquant que si les parametres sont proches des parametres exacts (1 0 = 9) ona:

s+a+bb, =s+ a,

On peut écrire alors :

s+a+bb, s+ a,
On a alors d’apres U'algorithme du gradient :
a9 [9e
éﬁ; ==-V|if?i-e
dt. ETA

Soit

do, b
= (o) e

dt S+ an
ao, ( b )
dt_y S+amy ¢

. : \ N , : N b . N
87 on combine les parametres a et b avec le parameétre d’adaptationy: Yy =y ——on obtient la régle
m

d’adaptation :

rﬂz_\y( Iy, )el
| at s+ a,”°)°|

d92_‘< am > ‘
dt_ys+amye

Le signe de b doit étre connu pour avoir un gain 'y de signe correct.




Méme st Uerreur e =y — ym — 0, cela n’tmplique pas forcément que 0 — 00 qui est la vraie valeur

des parametres.

> Gn(s) 3

Ve + u y +J

s+ ap S+ am

o
1
N
—r@—»mw—r

t

Figure 0.12 Schéma bloc de commande adaptative pat modele de rétérence d'un systeme du
premier ordre.

1.5.4.  Stabilité des systemes non linéaires a temps variant

1.5.4.1. Théoréeme de Lyapunov pour les systémes a temps variant

Théoreme 1.1 (Stabilité d'un systéme a temps variant). Soit xe= 0 un point d’équilibre de x =

S, 1). Soit D= {x € n|||x|| <~} laboule de rayon r, alors si il existe une fonction V continument

différentiable tel que :
1) az (lxll) <V, t) < ay (llxlD), pourt = 0.
o _dv _ 9V . oV
2) V= S oAt Sas (lxI) , pourt = 0.

3) Les fonctions @y a, a3 sont de classe K.
alors X, = 0 est uniformément asymptotiquement stable.

Remarque En pratique, il faut borner supérieurement V (z, t) par une fonction indépendante de t

[4].



1.5.4.2. Lemme de Barbalat

Lemme (Lemme de Barbalat). Soit g : R =2 R une fonction définie et uniformément continue pour t
20. St th—>I£l> ) OT g(r)dt existe et qu’elle est finie, alors :

fim 96 = 0
Théoréme 1.2. (Bornitude et ensemble de convergence).
Soit D= {x € R"| ||x|| <r}.
Supposons que flx, t) est Lipschitzienne sur D X [0,00). Soit V (x, t) une fonction continiiment
différentiable tel que

az (lxl) <V(x,t) < ay (llxl)
et

av v . v
<=t —axf(x, t) < -W(x) <0.
aw_ov. o (x,t) < —W(x) <Vt > 0,Vx € D

dt ot 6xfx’— R =0T

avec q et @ty des fonction de classe K définies sur [0, 1) et W(x) continue sur D. De plus, on suppose
que dV/dt est uniformément continue en 1, alors les solutions de x = f(x, 1) avec ||x(to)|| < a3 T <

a,(r) sont bornées et vérifient

lim W(x) - 0

t—oo
De plus, si toutes les hypothéses sont vérifices globalement et que @y € ko, , alors le résultat est vrai
Vx(t,) € R™.

. . d?v , .dv . . .
Remarque : I/ suffit d’avoir ——bornée pour avoir — uniformément continue.
dzt dat

Pour avoir un mécanisme d’ajustement selon la théorie de Lyapounov des systemes non stationnaires
de commande par modele de référence, on suit les étapes survantes :
Algorithme :
1- Formuler Uexpression d’erreur entre le systéme a commander et celui de référence
e® =y, O _y®
2- Trouver une fonction candidate de Lyapounov V et un mécanisme d’ajustement pour assurer

lime - 0

>0

3- Généralement dV/dt est seulement semi-définie négative. 1l est alors possible d’utiliser le

deuxiéme théoreme pour démontrer la convergence de 'erreur vers zéro.




1.5.5. Commande adaptative directe par la théorie de Lyapunov

1.5.5.1. Synthese direct de MRAC par la théorie de Lyapunov

1) Systémes SISO du premier ordre

Soit le systeme non linéaire SISO suivant :

X =ax + blu+ f(x)] 1.31
Etant donné que x(0)=xo, f(t) est une fonction incertaine qui peut étre paramétrée

linéairement par :

fx)=Y"_16;0:(x) =0"Td(x) 1.82

Ou O"=1[0,0,.....0,]" €ER” est un vecteur constant inconnu, et @(x)=
[@(x) P(x), .....(D(x)p]TERP vecteur contient des fonctions usuelles bornées et

constantes.

a) CASI:a etb sont inconnus mais le signe de b est connu

Le modéle de référence est donnée par :
Xm = AmXm + b7 1.83
Etant donné que X, (0)= Xm0, Ay < 0 et 7(t) € Lyest la consigne de référence continue et
bornée, donc x,, (t) est signal de sortie de modéle de référence uniformément borné.
Dans un premier temps, on définit un contrdleur idéal qui élimine parfaitement les termes
incertains et permet a x(t) de suivre x,, (t).
ut = kix +kir(t) + 6 To(x) 1.84
Ou * représente les valeurs idéales des constantes inconnues.
En substituant la commande u*dans le systéme x(t), on obtient le modéle du systéme idéal
en boucle fermée:
x = (a+kyb)x + bk;r 1.85
Comparons le systeme idéal en boucle fermée avec le modele de référence, on peut

déterminer les gains idéals k;, et ky par les conditions de correspondances suivantes :

{a+ kyb =ay

bk = bm 1.36

I1 est clair que les valeurs de deux gains ky et ky sont toujours existées tant qu’il y a deux

équations indépendantes avec deux parameétres inconnus.



N

Les gains de controleur adaptatif actuel (ky, k,) sont estimés a partir des gains idéals
(ky, k;) de maniére que le contréleur adaptatif se rapproche du contrdleur idéal lorsque t
tend vers l'infinie.

Soit le controleur adaptatif qui est donné par :

u=k,®x+ k.(Or—-0T(t)ox) 1.7
Ou ky (t), k,(t) et BT sont les estimations de kJ;, k;: et @*T respectivement.
Dans ce cas, le controleur adaptatif est un contrdleur adaptatif direct, parce que fey, oy et

O (t) sont estimés directement sans connaitre les paramétres inconnus a, b et @* du systéme.

Les erreurs d’estimation dans ce cas sont définit par :

Ex(t) = 'l’éx(t) — kx

k.(t) =k, (t) =k 1.38
0 =0() -0
En substituant ces équations dans le modele du systéme on obtient:
x = (a+ kib + bk, )x + (bk; + bk,)r — b6 ®(x) 1.89

Sachant que, I'erreur de poursuite est donnée par e(t)= Xy -x(t), et I'équation d’erreur en
boucle fermée est constituée par :

é =X, —x=ane—bk,x —bk,r + bOTP(x) 1.40
Il est a noter que I'erreur de poursuite est une équation non autonome a cause de r(t).

La définition des lois d’ajustement des gains k, k, et O(t) se fait en utilisant les théorémes

de stabilité de Lyapunov comme suit :

e Preuve : proposer la fonction candidat de Lyapunov
N -~ ke Rl A ~
V(e ky k,, 0) =e? + |b|(yL+VL+@Tr-1@) >0 1.41

OuT =TT > 0 € R x RP est une matrice taux d’adaptation définie positive pour O (t).

e Evaluation de V(e, i{x, i{r, @) :
o 2k k. 2k ..
V(e ky k., 6) = 2eé + |b| ( = T4 2@Tr-1@>

X T

X r

_ k 3 AN <
= 2a,,e? + 2k, (—ebx + |b| —x> + 2k, (—ebr + |b| y_> + 20T [eb ®(x) + |b|T1O]

Puisque b=|b|sgnb, donc V(e, ky, Ky @) < 0 si



K
—exsgnb+—=20
X

ky
—ersgnb +—=10

Vr

ed(x)sgnb + 19 =0

~ ~ ~ ~

Parce que k}, k et @ sont constants, donc on peut écrire ky, = ky, k. (t) =k, et @ = 0

Par conséquent, les lois adaptatives sont obtenues :

&,

x = Yxxesgnb
lér = y,resgnb
o= —T'®(x)esgnb 1.42
Alors,
V(e ky kr, 0)=2a,e?<0
Puisque V(e, ky k., @) < 0, donc e(t), I’Ex, k, et © sont bornées, donc :

lim V(e, ky, kr, 0) =V(eq, kxo, kro, 00) + 2anllell?

n—ooo
Ou (0) = eg, kx(0) = kxo, ky(0) = kyo, 6(0) = &y
Donc, V(e, ky k., @) posséde une limite finie lorsque t = oo, et puisque ||e||, existe, alors
e(t) € Ly N Ly, mais ||é]| € L.
V(e, Ex, Er, @) peut étre uniformément continue si on prouve que sa dérivée est bornée. La
deuxiéme dérivée V(e, Ex, Er, @) est égale a :

V(e kv ky,0) = 4a,eé = 4ae[ame — bkyx — bk,r + bOTP(x)] 1.43
Puisque e(t), Ex, I’Er et O sont bornées en vertu que V(e, Ex, l~cr, @) < 0, x(t) est borné parce
que e(t) et x,, (£) sonr bornés, r(t) est borné (signal de commande de modéle de référence),
®(x) est bornée parce que x(t) est borné ; donc, V(e, k. k,, @) est bornée. Par conséquent,
V(e, Ex, Er, @) est uniformément continue, selon Barbalat’s lemma V(e, l~cx, Er, @)90, donc
e(t)=0 lorsque t=>o0o. L'erreur de poursuite est asymptotiquement stable, mais le controle

adaptatif n’est pas asymptotiquement stable, puisque ke (), k(1) et O(t) puisse seulement

étre montré comme étant borné [17.
b) CASII: a et b sont connus

Sia et b sont connus, alors les gains ke (£), k- (£) ne doivent pas étre estimés, et peuvent étre

calculés a partir des conditions de correspondances.



k== 1.48
Dans ce cas le controleur adaptatif est donné par :
u= kyx+ kr—0T)o(x) 1.44
Dont le seul terme qui doit étre ajusté est &7
L’équation de I'erreur de poursuite est alors devient :
=Xy —%X=ame+ bOTd(x) 1.45
La loi adaptative déterminée est de la forme :
0 = -Td(x)eb 1.46
e Preuve : pour démontrer que la loi adaptative est stable, on choisit la fonction
candidat de Lyapunov suivante :
V(e 6) =e?+07T710 > 0 1.47
Alors,
V(e 6) = 2eé + 267710 = 2a,,e% + €207 ®(x) — 26Tebd(x)] = 2a,,e2 < 0
On peut utiliser Barbalat’'s lemma pour prouver que lerreur de poursuite est
asymptotiquement stable c-a-d ; e(t)= lorsque t=>co.
Exemple 1.8 : soit a= 1, b=1, ap, = —1, by, = 1, r(t)=sint, et flx)=0"x(x), o 6" est un
constant inconnu, mats on peut le fixer a 0.1 pour simulation. Alors, les gains de controle sont calculés

comme suit :

Soit le controleur adaptatif donné par :
u=-2x+r— Ox
g = yxeb
Ot y = 1 est choisi comme une pondération d’adaptation pour 8

Il est a noter que le contrdleur est non linéaire quoique le systéme a controler soit linéaire.

La figure 1.13, illustre le schéma block de contréleur adaptatif.



» b, —s
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0 = yxeb

Figure 0.13 Schéma block de control adaptatit [17.

1.5.5.2. Synthése indirect de MRAC par la théorie de Lyapunov

1) Systéme du premier ordre SISO

Considérons le méme systéme de la partie MRAC direct, avec a et b inconnus, mais le
signe de b est connu. Suivant les conditions de correspondance (matching conditions), si a
et b sont estimables, alors les gains de loi de commande adaptative kyetk, peuvent étre
déterminés. Ainsi, l'objectif de la commande adaptative indirecte est I'estimation des

parameétres du systéeme qui seront utilisés a I'ajustement des gains de loi de commande

[17.

Soit,
p a, —a(t)
* b(t)
-~ b
k, = ) 1.48

Avec @(t) = a(t) —a et b(t) = b(t) — b sont les erreurs d’estimations. Dans ce cas,

I'expression du systéeme devient :

x=ax+(b—-b)u+0To(x)] 1.49
En substituant u, ky, k, par ses valeurs (u = ky(t)x + k. ()r — 8T ()P (x), (ky = amfg(t))
et (k, = b—m)) dans (1.49) on obtient :

b(t)



~[a, —a b .~ Q, —a b
XxX=ax+b mE x+—=r—0Td(x) +0Td(x)| - b[ mB x+7mr—@T<D(x)

+ 0 Td(x)]

% = (aym — @)x + byyr — bOTD(x) — E(a"%_dx + %”r) 1.50
Soit
i=k,(tx+ k.(Or 1.51
L’erreur de poursuite est donnée par :
1.52

é=12%,—X=ane+dx+bii+ bOTd(x)
Pour trouver les lois de commande adaptatives, on utilise la méthode directe de Lyapunov :

Preuve : proposer une fonction candidat de Lyapunov
1.53

V(e,b,6) = e+ +2 |b|§TT16 > 0
Ou y, > 0y, > 0 sont les parametres de pondération de d(t) et b(t) respectivement.
Soit V(e, d,b, @) la premiére dérivée de V tel que :
V(e ab,0)=2eé+ 5 L2, 2|b|6"T~16
Ya Vb
(ﬁe + %) + 2|b|OT[@(x)esgnb + F‘lé] 1.54

V =2a,e?+ Zd(xe +yi) +2b

a

Puisque a et b sont constants, alors @ = d et b = b, les lois d’ajustement adaptative sont

obtenues par :

a = —y,xe
l; = —yplue
0=— [®(x)esgnb 1.55
Alors,
V(e @ b,0)=2a,e?<0 1.56
Puisque V(e, &, b, @) < 0, donc e(t), a(t), b(t) et (t) sont bornées, donc :
1.57

lim V(e,a,b,0) =V(eo, do, by, Oy) + 2anllell}

n—oo

Ot e(0)= 09, @(0) = dg, b(0) = by, B(0) = 6,
Donc, V(e, a,b, é) posséde une limite finie lorsque t = oo, puisque ||e||, existe, alors e(t) €

L, N Ly, mais ||é]| € L.



est uniformément continue si sa dérivée est bornée. La deuxiéme dérivée
est égale a :

V(e ,a,b,0) = 4aeé = 4ape[ape + ax + bu + bOTP(x)] 1.58
Puisque e(t), lA<X, lA<r et © sont bornées en vertu que V(e, 3,b, @) < 0, x(t) est borné parce que
e(t) et Xp(t) sont bornés, U(t) est borné (signal de commande) puisque x(t) et r(t) sont
bornés, ®(x) est bornée parce que x(t) est borné; donc, V(e, 3, b, @) est bornée. Par
conséquent, V(e, 3,b, @) est uniformément continue, selon Barbalat’s lemma V(e, 3, b, @)90,
donc e(t)=20 lorsque t=> 0. L'erreur de poursuite est asymptotiquement stable.
Il est a noter que la possibilité que B(t) = 0 est toujours existée. Dans ce cas la commande
u(t)=> oo. Afin d’éviter un tel cas, la loi d’ajustement de b(t) doit étre modifi¢e de maniére
que le nouvel ajustement de b(t) soit appartenu a un espace dans R qui ne contient pas
b(t) = 0. -

zone interdite de b(t)

On suppose que b < |B| &= et <
- 0 +b

1- On commence par choisir b(0) sachant que : |B(0)| > b.

9- Tant que b(t)se situe dehors la zone interdite |B| > b, on utilise la loi d’ajustement

E = —y,lue.

8- Si |B| = b et sa dérivée est positive (% = Esgn(b) = 0), on continue a utiliser la loi
d’ajustementg = —Yyque.

4- Si |B| = b et sa dérivée est négative (% = Esgn(b) <0), b=0

Les modifications de loi d’ajustement de b est donné par :

—Yyqie si |b| = b
—yq.ue si |B| =bet % = Bsgn(b) =0 1.59
0 ailleurs

e Preuve : a cause des nouvelles modifications de E, V(e, a,b, @) elle n’a plus la méme

alp|
dt ’

valeur et elle dépend des conditions : |B| b et

V(e @ b,0)=2aye?+2b (ae + Vi) 1.60
b



2a,e? <0si|b|=boulbl=bet — dl | bsgn(b) >0

d|b| 1.61

2a,,e% + 2buie si|b| = bet — bsgn(b) < 0

. ~ db
On considére le second cas lorsque |b| =be alpl

b " —ngn(b) <0, ou le signe de

V(e, @b, ®) est indéfinis. Soit :

dlp| -
% = bsgnb = —y,uesgnb < 0 => uesgnb > 0

On a |B| = b alors
2btie =2(b—b)ie = 2[|B|sgnb |b|sgnb]ue = 2[b — |b|Juesgnb
|b| = b implique que |[b| =b + 8 > 0,00 § = 0, alors uesgnb > 0
Donc;
2btie =2(b— b — §)uesgnb = —28uesgnb < 0
Par conséquent,
V(e @ b,0)= 2ay,e? + 2btie = 2a,,e? — 25uesgnb < 2ape? <0

En utilisant le Barbalat’s lemma on peut conclure que e(t)=0 lorsque t= o0

1.5.5.3. Synthése direct de MRAC par la théorie de Lyapunov
1) Systéme de deuxiéme ordre SISO
Soit le systeme non linéaire de deuxiéme ordre SISO suivant :
J + 2{wny + wiy = blu + f(1,9)] 1.62
Ou ( et w, sont inconnus et f(y,y) = @*Td((y,y))

Soit %, (t) = ¥(t), %, ()=y(t) ; et x(t)=[x1(t) x2(t)]" € R?, alors, la représentation d’état

du systeme est la suivante :

Xx=Ax+ Blu+ 0"®((x)] 1.63
Avec
[0 1 _ 10
A= —w? —Z{wn]’B = [b] 1.64

Soit Xy (£) = Y (£), Xz = Vim et X (£) = [Xm1 (£) X2 (£)]T € R2. Le modéle de référence

est donné par



Xm = AmXm + By

Avec 7(t) € R est un signal de commande borné, A4, € R?XR? est Hurwitz et connue, B, €

R? est aussi connue.

a) CASI: A et B inconnus mais le signe de b est connu

Le controleur idéal est donné par
u* = Kix +kir—0To(x) 1.65
Avec
k; € R? et k;: € R sont des gains idéals constants et inconnus.
Les conditions de correspondances sont obtenues en comparant le systéeme en boucle fermée

avec le modeéle de référence.
A+ BKy; = A,
Bk; = B,, 1.66

Il est & noter que les solutions de ky et k; ne sont pas toujours existées, puisque A, A, et
B, B, peuvent avoir des structure différentes. Souvent, A et B sont des matrices définies,
dans ce cas Ky et ky peuvent étre construits avec des techniques de controle non adaptative
pour stabiliser le systéme en boucle fermée. Alors, les matrices A,, et By, sont calculées a

partir des matrices A, B, Ky et k;.

Exemple 1.4 : sozent le systeme du deuxieme ordre SISO et le modele de référence suivants [17:

a=2 Sl e =l an=[1 L) on=l)]

En utilisant le pseudo inverse, Ky et ky sont obtenus par :
* TpN\—-1RT _ — 0 1 — 0 1 = [— —
Ki = (B"B) BT (An — 4) = [01] e _2] [_1 _1])_[ 15 — 1]
k: = (BTB)"'B'B,, =2

. 1 1
Maintenant, on suppose que : Ay, = [ ]
-16 -2
Alors, la solution de Ky est le méme (vérifié ), mais les conditions de correspondance ne sont pas

remplies.



0
-16

11 est important de supposer qu’il existe des constants Ky et ky mats inconnus, satisfont les conditions

A+ BK: = _12]¢Am

de correspondances.

Le controleur global en boucle fermée est congu comme suit :

u= Kx+ ko —0Td(x) 1.67

Avec K, € R%et k, €R

Soit
Ke(t) = Ko (t) — Ky
kn(t) = kp(8) — Ky 1.68
0 =0() -0
Le systéme en boucle fermée en fonction des erreurs d’estimation, devient :
x = (A+ BK; + BK,)x + (Bk; + Bk, )r — BOT &(x) 1.69

L'erreur de poursuite est donnée par e(t)= Xy,-X(t)€ R?, et la dynamique d’erreur en boucle
termée est donnée par :

é =%, —x=A,e—BK.x —Bk,r + BOT®(x) 1.70

e Preuve: pour trouver les lois d’ajustement, on choisit la fonction candidat de

Lyapunov suivante :

~ 2
V(e, Ry k., 8) = e?Pe + |b|(R,T, 'K, +"VL+ 6T, ) >0 171

Avec T, =I',7 > 0 € R2XR? est une matrice de pondération définie positive pour K, et P =

PT > 0 € R*XR? la solution de I'équation de Lyapunov suivante :

PA, + AT.P = —Q 1.72
Avec Q = QT > 0 € R?XR?
La dérivée V(e, I?x, ET, @) est donnée par :

2k, Ry

- +207T,"'6) 1.73

V(e Ky ky, 0) =¢éTPe +eTPé + Ib|2R, T, K, +

En substituant I’équation d’erreur de poursuite dans I'équation (1.73) on aura :



V(e, Ky Ky, 0) = eT(PAy, + AT,P)e + e"PB[—Ryx — kyr + 6T (x)] + [b| (2K, T, 'K,

2k, k . N
+—"+420"T,7'0)

Vr

Soit P;j,i = 1,2,j = 1,2 les éléments de P dont :

2¢TPB = 2eTPb €R 1.74
Oou P = [P12 Pzz]T

Alors, V(e, Kx, Er, @) peut étre exprimée par :
. ~ o~ o~ ~ ~ ~ — ~ - T
V(e Ky kr, 6) = —eTQe + 2|b|sgn(b)[-Kyx — kv + 0Td(x)]eTP + |b| (2K, T, 'K,

2k k- .
+——+20"T,710)

Yr
Ou
. ~ o~ o~ ~ A - T —
V(e Ky ky,0) = —eTQe + 2|b|K, (—xeTPsgnb + T, 'K, ) + 2|blk,(—reTPsgnb +
Zk.r L

. )+ 2|b|0T[®(x)eT Psgnb + T, '] 1.75

Par conséquent, les lois d’adaptation sont obtenues :

- T —
K, =T,xelPsgnb
Iér =y, reT Psgnb 1.76

0 = —T, d(x)eTPsgnb
Alors
V(e Ky ky,0) = —eTQe < —21,,(Qllell? <0 1.77

Puisque V(e, Kx, Er, @) < 0, alors, e, Rx, lAcr et @ sont bornés.

Alors
L!l_)rg V(e, kx' ET' é) = V(eO' kxO' ETOI éo) - Am(Q)”e”% 1.78

V(e, K, k., @) ayant une limite finie lorsque t=>0. Puisque [|e||, existe, alors e(t) € L, N
L, mais ||é]| € L.
V(e, I?x, l:tr,@) est uniformément continue si sa dérivée est bornée. La deuxiéme dérivée

V(e, Kx, ET, é) est égale a :



V(e Ky ky, 60) =—eTQe —eTQé = —eT(QA+ ATQ)e — 2eTQ[Ane — BK,x — Bk, T +
BOTd(x)] 1.79

Puisque e(t), Ky, k, et @ sont bornées en vertu que V(e Ky ky, 0) < 0, x(t) est borné parce
que e(t) et x,,(t) sont bornés, r(t) est borné (signal de commande), @(x) est bornée parce
que x(t) est borné; donc, V(e, K, kr,@) est bornée. Par conséquent, V(e,ﬁx, Er,@) est
uniformément continue, selon Barbalat’s lemma V(e, Kx, Er,@)éo, donc e(t)%O lorsque

t=>00. L'erreur de poursuite est asymptotiquement stable.

b) CASII: A et B sont connues

Si A et B sont connus, alors il est supposé que les gains k,(t), k,(t) satisfont les conditions

de correspondances :

A+ BK, = Ap,
Bk, = B, 1.80

Dans le cas de systéme de deuxiéme ordre, si 4,, et B, possédent la méme structure que
celle de A et B respectivement, alors K, et k, peuvent étre déterminés en utilisant la
méthode de pseudo-inverse.
Soit la commande adaptative suivante :
u= Kyx+ k,r—0To(x) 1.81
Le systéme en boucle fermée est exprimé par I'équation suivante :
X = (A + BK,)x + k,vr — BOT &(x) 1.82
L’équation de 'erreur de poursuite est donnée par
=Xy —x=Ane+ BOTO(x) 1.88
e Preuve : on choisit la fonction candidat de Lyapunov suivante :
V(e,6) =eTPe + 07T 107) 1.84

Alors, V(e, @) est évaluée comme suit :

V(e,60) = —eTQe + 2e"PBOT P (x) + 207T10
Puisque e” PB € R est un scalaire, alors
V(e,0) = —eTQe + 20" ®(x)e™PB + 267T16

= —eTQe + 207 [®(x)eTPB + I 10] 1.85



Par conséquent, on obtient la loi de commande adaptative :
O =T"'d(x)e PB 1.86
Alors,

V(e,0)=—eTQe < -2, (Qllell* <0

Puisque e(t)et O(t) sont bornées en vertu que V(e,@) < 0. En utilisant le méme argument
de Barbalat’s lemma comme dans les sections précédentes, on peut constater que V(e, @) est
uniformément continue, alors V(e, @)90 lorsque t=2>o L'erreur de poursuite est

asymptotiquement stable, et e(t)=>0 lorsque t=>co.

1.5.5.4. Syntheése indirect de MRAC par la théorie de Lyapunov

1) Systéme de deuxiéme ordre SISO

La méthode MRAC indirecte pour les systémes de deuxiéme ordre est pratiquement
similaire a celle des systémes de premier ordre. Considérons le systéme de deuxiéme ordre
défini auparavant (1.62), avec A et B inconnues, mais le signe de B est connu. En parallele,
on suppose qu’il existe K, et k, satisfont le modele des conditions de correspondance, et que
Ay, et By, possédent la méme structure que A et B, respectivement, pour 'avoir estimées ces

derniéres:

[0 1 01, _ [0 1 1o
A= |0z —zzwn]’B =[] 4n = [—wfn —zzmwm]’Bm‘[bm]

Le modele des conditions de correspondance est donné par :

At) + BOK,(t) = A
Bk, (t) = B, 1.87

Duquel K, (t) et k,.(t) sont déterminés par :

iy n_. A 1. . 0 1
K= @75 =2 = 500 (ug’s 37 20 + 205,

Ry = 3 [~k + @2 — 20wy + 20,] 1.88
k. = (B"B)'B"B,, = —[0b] 0] =tm 1.89
T m = bz bl ~ B



Ou A(t), B(t), @,(t) et {(t) sont les estimation de A, B, wy, et {, respectivement. Soit
A(t) = A(t) — A et B(t) = B(t) — B les erreurs d’estimation. Ainsi, le modéle du systéme
devient :
x=(A-A)x+(B-B)u+6To(x)] 1.90
En substituant les précédentes équations on aura :
x=(A-A)x+B[Rx+ kr—0Td(x) + 0Td(x)| — B[Kyx + kyr — 0Td(x)
+ 0 Td(x)]
x = (A+ BR, — A)x + Bk,r — BOT®(x) — B(Kex + k,1) 1.91
Soit
=K, (t)x + k. (t)r 1.92
Ainsi 'équation d’erreur de poursuite est donnée par :
é=x,—%=A,e+Ax+Bu+ BOTP(x) 1.98

e Preuve : choisir la fonction candidat de Lyapunov

"~ o~ ~ ~ BTB ~
V(e,4,B,0) = eTPe + trace(Ar,*AT) + BV—B +b|07Ty™r  1.94
b
Avec Ty =T4" > 0 € R2XR? est une matrice de pondération définie positive pour A(t). Il

est noté que la matrice trace est utilisée dans la fonction candidat de Lyapunov pour rendre le

produit matriciel & une quantité scalaire.
La dérivée de la fonction candidat de Lyapunov V(e, A B, @) est donnée par :

V(e,A,B,6)=—e"Qe + 2¢"P[Ax + Bu+ BOT®(x)] + trace <ZAFA_1§T)

=T 5 _ .
“; 2 +2|b|67T, 76 1.95
b

+

On considére que l'opérateur trace est un produit de deux vecteurs C = [¢; ¢y ....cy]T € R™
et D=[d; d;...d,]" €R™ Il est a noter que CTD = DTC € R et CDT € R"XR™. Alors,
I'un des identités de I'opérateur Zrace est donné par :
trace(CDT) = C"D=D"C 1.96
Cela peut étre montré en évaluant les deux cotés de 'identité :
CTD=DTC =¥, cid;
cDT ={¢d;},i,j =12,..,n 1.97
L’opérateur frace estla somme de tous les éléments de diagonale, par conséquent :
trace(CD") = ¥, ¢;d; = C"D=DTC 1.98
En utilisant cet opérateur pour exprimer le terme 2e” PAx :

2(e"P)(Ax) = trace(2Axe”P) 1.99



Aussi
2(e"P)(B) = 2BTPe 1.100

Et
2(e"PB)[0T®(x)] = 2[20T @ (x)eTPB] = 20T @(x)eTP|b|sgn(b)  1.101

Avec P = [Py, P,,]7 etles termes eT PB et eT PB sont des scalaires, par conséquent :

V(e 4, B,6)=—e"Qe + trace [24 (xe"P + T, 'A")|
(Peu + ) +2|b|0T[®(x)eT Psgnb + F@_lé] 1.102
Ainsi, on obtient les lois d’adaptation a partir de V(e, A, B, @) :
AT = —I, 'xe™P
B= —y,Peu 1.108

0 = Ty 'd(x)eT Psgnb

Alors
V(e,4,B,0) = —eTQe < —2,(Q)llel|?

Puisque V(e,4,B,0) < —1,,(Q)llel|?, alors, e, A(t), B(t) et O(t) sont bornés.

V(e, A, B, @) posséde une limite finie lorsque t=>00 puisque :

[o9]
V(tD0) =V(t) = | Am(Q)llell*dt < oo
to
On peut montrer que V(e, A, B, @) est uniformément continue si on prouve que sa dérivée
est bornée. Dans ce cas, en appliquant Barbalat’s lemma, on peut conclure que I'erreur de
poursuite est asymptotiquement stable avec e(t)=0 lorsque t=>0o.
Les expressions de parameétres estimés sont calculées comme suit :
Soit
- A 0 1
A=pnd=p1]_g _ep |
—w; —2{wy

Et

b=[01]B =[01] [g]



Alors, les lois d’ajustement peuvent étre exprimées en termes des parameétres estimés w,, et ¢

A= —TI, " txe™P [(ﬂ = —T, 'xeTP

b= —¥p[0 1]Peti = —y,PTeui 1.104
Soit
Yo O ]
r, =
4 [0 {4
Alors,
d _
S0} = ~pameP
_ YoX1e'P
T2,
Et
d . i Y. s
a(—zqwn) = —20,{ — 2{®, = —y;x,e"P
ou

5 _ (y(xza)n—ywxlf)eTﬁ

¢

1.105

20,2
Pour prévenir la possibilité de @,(t) =0 ou b(t) = 0, les deux lois d’ajustement pour
Iestimation de @, (t) et b(t) doivent étre modifiées par la méthode de projection selon les

conditions sulvantes :

: Msi@ > wo > 0ousi @, = wy etd, = 0
&Sn={ 20n n 0 n— 0 n= 1.106
0 ailleurs
£ (—y,PTew if |B|> b ousi |b|=byetZl >0
b={""» 0 o€t = 1.107
0 ailleurs

Dans les lois d’ajustement moditiées de @, (t), il est supposé que @, (t) soit toujours une

quantité positive pour un systeme physiquement réalisable [17].

1.5.6. La différence entre MRAC directe et indirecte

Dans les deux approches, nous avons considéré que les parametres du systéme peuvent étre
inconnus (incertains). L'objectif était de construire un contrdleur permet au systeme de

suivre un modeéle de référence.



Généralement, 'utilisation de I'une de ces méthodes dépend principalement de I'application
elle-méme, dans certains cas 'approche directe peut étre la plus pratique. Pour I'approche
indirecte, elle dispose d’une étape supplémentaire pour calculer les parametres de controleur
en utilisant les relations d’algebre. Concrétement, cette étape est plus dispendieuse, dans ce
cas la méthode directe est la plus bénéfique. En revanche, dans certains cas, on bénéficie de

I'estimation des paramétres du systéme (d, B)

1.5.7.  Comparaison entre les méthodes de Lyapunov et MIT

Soit le modele de référence linéaire a temps invariant du premier ordre [27]:

dYm
dt = —amYm + bmYc
On souhaite imposer son comportement a un systéme qui est aussi de premier ordre
dy
— =—ay +bu
ac -~

par une commande proportionnelle sur la mesure et la consigne

u =6y — 6y

On rappelle que I'erreur de poursuite est donnée par

€=Y =" VYm
On obtient la dérivée temporelle de de I'erreur en remplacant les expressions de dz—;" et %
de dy dy,
E=E_d_:fn= —ay + bu + anym — bnyc

= —ay + b(elyc - sz) + amYm — bmYc
= —ay + b0y, — b0y + ay — any + amYm — by

ce qui conduit apres simplification a I'équation diftérentielle suivante de I'erreur de poursuite

% =-ame — (b0, + a — ap)y + (b0; — by,) yc

Si les parametres du systéme a commander étaient connus, alors en posant

b
=00 =71
am —a
6, =03 =——

Selon Lemme de Barbalat, alors :
lime(t) =0
t—oo
Comme les paramétres a et b sont inconnus, on construira le mécanisme d’ajustement des

aramétres qui va faire converger 6, vers 82 et 6, vers 62
1 1 2 2

lim 6, = 6? ; lim 6, = 62

t—oo t—oo



On introduit la fonction quadratique suivante :

1 2 1 042 1 042
V(e,91,92)=§[e +)/_b(91_91) +]/_b(92_92)]

1 2 1 2 1 2
=§[e +}/_b(b91_bm) +y—b(b02+a—am) ]

avec > 0 une constante strictement positive. On remarque que ¥ = 0sie = 0, 8; = 62 et 0,

= 67. La dérivée temporelle de la fonction V est donnée par

dv de 92
—_— =e— + (b01 m) + (bez + a— am)

deo
—ame? + 3 (56, — b) (‘g2 +yyc)+;(b92+a am)(dz—yye)

Si la mise a jours des parameétres de réglage 6, et 6, est la suivante :

do,
ar Ve
d92
ar e
Cette mise a jour conduit a I’expression suivante de dV/dt
% = —ape”

On remarque la dérivée de la fonction V est demi-définie négative (elle n’est pas définie
négative. Donc, V(t)<V(0), par conséquent, e, 8; et 8, sont obligatoirement bornés, donc,
y = e + Yy, et aussi bornée.
En utilisant le théoréme de Lyapounov on aura :
d*v e
dt? dt ~

On supposant que en supposant que le modele de rétérence Gm(s) est stable et la consigne yc

= —2a,e —2ane(—ape — (bO, +a—a,)y + (b0, — by)ye)

. d? . , d ., . s
bornée. Alors d_t: est aussi bornée, donc d—: est uniformément continue. Le théoreme de

Lyapounov permet de conclure que :
tlim e(t) =0



Ym -
6. (5) 1

—v/s Y/s

é[)-{_
S X

Figure 0.14 Schéma bloc du mécanisme d’ajustement selon la théorie de Lyapunov pour un
systeme du premier ordre.

Le tableau suivant compare les méthodes de synthése d'un MRAC sur I'exemple du systéeme
du premier ordre pour la poursuite d’'un modéle de référence du premier ordre avec une

commande proportionnelle sur la consigne et la sortie.

Tableau 1.1 comparaison entre les méthodes de Lyapunov et MIT.

Lyapounov MIT
do, e, " A o
E:_yyce at ys+amyc
do, a
dt c ST am

La régle de mise a jours utilisant la méthode MIT peut étre obtenue de la régle la méthode

de Lyapunov en remplagant les signaux yc et y par leur valeur filtrée (sjz V) et (Sz;" y).
m m

Dans les deux cas, la régle d’adaptation peut étre écrite comme suit :

o
T = voe




Avec

0 : vecteur des paramétres,

o =[-y: y]": Reégle de Lyapounov

@ = [y, y]" : Regle de MIT

s+am

La regle de Lyapunov est plus simple et elle ne nécessite pas de filtrage.

1.5.8.  Syntheése de MRAC dans I'espace d’état : Cas des systémes
MIMO

Soit le Linéaire décrit par sa représentation d’état [27]:

d
& —Ax+B 1.108
dt

On souhaite poursuivre un modele de référence donne également par sa représentation
d’état.
dxm

™ = ApnXm + Bnye 1.109

On utilise une commande qui combine un retour d’état linéaire et une action proportionnelle

sur la consigne.

u=My, + Lx 1.110
Le systéme en boucle fermée devient :
2 = (4 - BL)x + BMy, 1111
= Ac(6)x + B:(0)

La paramétrisation de la loi de commande peut se faire de différentes manieres. Ceci revient

a choisir les parameétres des matrice M et L.

1.5.8.1. Condition de compatibilité

Elle exprime le fait qu'il existe des valeurs de parametres de commande tel que le systéme en

boucle fermée soit identique au modele de rétérence.

0y —
36°: {AC(HO) = Am 1.112
B.(6°) = By,

Dans ce cas, on réalise une poursuite parfaite du modéle de référence. On a alors
A—-A,, =BL
B, = BM 1.118



On peut conclure de la derniére équation que les colonnes de la matrice (A — A, =) sont

une combinaison linéaire des colonnes de B et que les colonnes de B, sont aussi une
combinaison linéaire des colonnes de B. Si B et Bm sont linéairement indépendantes, on
peut écrire
L= (B"B)™'BT(A - Ap)
M = (B"B)"1BTB,, 1.114

1.5.8.2. Equation différentielle de 'erreur

L’erreur de poursuite du vecteur d’état est définie par
e =X—Xn
sa dérivée temporelle est alors
de dx d

Xm _ y_ _
at  dt dt Ax + Bu = AyXm — B Ye 1.115

en rajoutant en soustrayant A,,x au second terme de I'équation, on obtient :

de
I =Ape+(A— A, —BL)x+ (BM — B,,)y,

= Ape + (Ac(0) — An)x + (B:(0) — Br)ye

En posant
A.(0%) = Ap
B.(8°) = Bn,
On obtient
de
=7 = Ame + (4c(8) = Ac(6%))x + (Be(8) — A(69))y.
% = Ape +P(0-0°) 1.116

On choisit la fonction quadratique candidate suivante :

V(e,0) = [ye"Pe + (6—6°)7(6-6°)] 1117
avec P > 0 une matrice définie positive. En supposant que Q est une matrice qui vérifie
I'équation suivante

AT P+ PA,, = —Q 1.118
La dérivée temporelle de V , apres calcul, est donnée par

dv(e6)

_ZT _NnoO T _OTd_g
R € Qe +y(0—-60")Y " Pe+ (6—6°) T



= —LeTQe + (0-69)" (5 + vy Pe) 1119

Afin de rendre dV/dt semi-définie négative, on choisit la régle d’adaptation suivante

do rp
gr =~ VY Pe
Ce qui donne
49 _ _Y,T
= 3¢ Qe 1.120

De méme qu’avec I'exemple précédent, en procédant de la méme fagon et en utilisant le
théoreme de Lyapounov et le Lemme de Barbalat, on conclut que

fme® =0
Exemple 1.5 (Commande adaptative en boucle owverte par approche d’état)

Sott le linéaire modélisé par la_fonction de transfert G(s) multiplié par le gain inconnu k.

kG(s) y

Ye e

| oG (5) | Ao

On souhaite poursuivre le modeéle de référence décrit par sa_fonction de transfert Gm(s) donnée par :

G = koG (5)
On applique une commande proportionnelle en boucle ouverte
u =0y,

81 le gain k était connu, la poursuite parfaite du modeéle de référence est réalisée st

0kG(s) = G, = koG(s)
Ce qui implique la valeur suivante pour le gain 8°

ok

L’erreur de poursuite e du modeéle de référence est donnée par

90

e=yYyn—y= (kG(S)H - kOG(S))yC
e = kG(s)(8 — 6°)

81 (4,B) est une réalisation de la fonction de transfert G(s)



dx 0
d—tzAx+B(9—9 )Ve
e=Cx
Si dx/dt = Ax est asymptotiquement stable, alors il existe des matrices définie positives P et Q,

dont
ATP+PA=—-Q
En choisissant la_fonction suivante comme la_fonction candidate de Lyapounov :
1
V(e,0) = > [yxTPx + (0—6°)?]
On obtient

dV(e,6) vy dx"
dt 2 dt

dx do
P TP _no
X+ x _dt)+(9 0 )_dt

On remplace Uexpression de dx/dt donnée par I'équation :

dV(e, 8 de
% = g((Ax +B(6 —0°)'Px +xTP(Ax+ B(6 — %)) + (B—BO)E
dV (e, ) Y o do
—_— - 0 —0%(— BTP
It 5% Qx +( ) (g7 + vyeB Px)
81 la lot de paramétre d’ajustement est choisie comme survant :
do -
E = —yy.B" Px
Dong, la dérivée de la fonction de Lyapounov est toujours négative tant que x# 0.
dV (e, 0) Y o
@ 2o

Le résultat obtenu est restreint, car cet ajustement nécessite néanmoins la connaissance de tous les
variables d’état x. Afin d’y remédier on choisit P tel que :

BTP=cC
Comme C est la matrice de sortie, ceci revient d utiliser un retour de sortie au liew d’un retour d’état. Il
suffit dans ce cas de connaitre la valeur de la sortie. On tire ainsi

BTPx=Cx=c¢e

Sott finalement

do

Ez —VYc€



