[I. Chapitre 3 : Commande prédictive

1.1. Introduction

Commande prédictive ou commande prédictive a base-modéle est une technique de
commande avancée, elle possede un impact tres signifiant et répondu dans le domaine de la
commande industrielle. Cette technique a permis de résoudre des probléemes trés compliqués
que le PID standard ne pouvait pas résoudre [77.

La commande prédictive a été développée et utilisée dans I'industrie depuis 20 ans, avant
qu’elle attire I'attention de la communauté universitaire [7]. La philosophie de la commande
prédictive est de prédire le comportement futur en utilisant le modele du systéme, a I'aide
des mesures ou l'estimation d’état actuel du systeme et des hypotheses sur les trajectoires
tutures d’entrées. Dans ce contexte, les entrées futures sont caractérisées par un nombre fini
de degrés de liberté, qui sont utilisées pour optimiser certaines fonctions de colt, ol
seulement la premiére entrée de la séquence de commande prédite qui est implémentée au
systeme. Ce processus sera répété au prochain instant en utilisant les nouvelles informations
disponibles sur I'état de systéme. La plupart des stratégies de la commande prédictive
prisent en considération le comportement prévu du systéme sur un horizon fini, ce qui fait
un manque de garanties de la stabilité nominale. Cette difficulté a été surpassée en imposant
des conditions supplémentaires, connues sous le nom de contraintes terminales d'égalité, sur
I'état prédit du systeme. Cette condition a été choisie afin d’assurer que le régime permanent
soit atteint a la fin de I'horizon de prédiction, et de rendre ce horizon fini équivalant a un
horizon infini. Par conséquent, assurer la stabilité ainsi les propriétés de convergence [8].
Les premiéres versions de la commande prédictive sont apparues a la fin des années 70 par
Richalet et al, et ont été utilisée avec succes dans plusieurs applications de controle
industriel. La plupart des systémes de contrdle industriel possédent un controleur PID
(action d’intégrale). Le fonctionnement de cette action est intégré dans la commande
prédictive classique par Clarke et al.,, 1987 et Cutler and Ramaker, 1979, a travers deux
algorithmes connus sous les noms de commande prédictive généralisée (GPC) et Dynamic
Matrix Control (DMC). La formulation de modéle de conception a été inspirée par 'approche
de I'espace d’état proposée par Ricker, 1991. De la méme maniere que dans GPC et DMC, on
calcule la trajectoire optimale de la commande par un incrément du signal de commande (cas

temps discret) et une dérivée du signal de commande (cas temps continu). L’avantage de



cette méthode est rendu simple I'implémentation de la procédure de commande, alors que les
informations de régime permanent sont requises.
Récemment, on peut citer les travaux de Campo, Morari et All-wright, ils proposent des

commandes robustes et stables méme en présence de contraintes.

1.2. Principes de la commande prédictive

1.2.1. Mécanisme de fonctionnement

Le schéma bloc présenté dans la figure 2.1, montre le mécanisme de fonctionnement de la

commande prédictive a base de modele, notée « MPC » [97].
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Figure II.1 Schéma de principe de d’'une commande prédictive a base de modeéle.

La méthode de commande prédictive, consiste a prendre en compte a l'instant présent, le

comportement futur, en basant sur un modéle numérique du systéeme a réguler afin de

prédire la sortie future sur un horizon fini. Le modéle numérique du systéme a commander,

peut étre obtenu de deux approches, soit par identification, hors-ligne ou en ligne, ou par la

discrétisation d’'un modele de connaissance a temps continu [97.

Les points suivants résument le principe de fonctionnement de la méthode.

1) Utiliser un modele numérique du systéme a commander

2) Ce modele est utilisé pour prédire le comportement du processus sur un horizon fini (T,
soit finie).

8) Utiliser la consigne ou la trajectoire de référence est définie sur un temps fini, afin de

spécifier le ralliement de la sortie a la consigne.



4) Calculer la séquence future de commande qui est élaborée afin de minimiser un critére
quadratique calculé a partir des erreurs futures entre la sortie et la trajectoire de
rétérence et des incréments de commande.

5) Utiliser seulement le premier élément de la séquence « optimale » précédente, tous les
autres éléments peuvent étre oubliés. A la période d’échantillonnage suivante, les

séquences sont décalées et une nouvelle sortie est mesurée et refaire la procédure a

partir de I'étape 3.

1.3. Commande prédictive généralisé

1.3.1.  Définition du modéle numérique du processus

Le modele ARMA est un systetme numérique ne présentant pas de retard pur,
(AutoRegressive Moving Average) correspond a I'équation récurrente, reliant la sortie y(t) a

I'entrée u(t) suivante :
y(©) = X2 by_qulk — ) = $7% a;y(k — ) 2.1

A Taide de la transformation en Z cette équation peut étre écrite sous la forme d’une fonction

de transfert échantillonnée suivante :

Nb o ,-j _
_Y@ _ 1Z=b7 1B
F(Z) T U@ Z?’:Oajz—j =z A(z™1) 2.2

En utilisant I'opérateur de retard temporel g~1, on obtient la représentation polynomiale

suivante :
A(q )y (k) = B(qHu(k — 1) 2.3
En présence de perturbations (k) a I'entrée du systéme, on obtient :
A(q Dy (k) = B(q™Du(k — 1) + C(q~ ¢ k) 2.4
Avec :

& : séquence aléatoire non corrélée avec I'entrée u(k).
C(q™Y) : trés souvent est égalea A(q™!) =1—q7 %
Y : sortie.

u : commande appliquée a I'entrée

C(q~*&(k) : terme lié aux perturbations.

g~ : opérateur de retard.

Les polynomes A et B sont définis par :



A@ D =14 a1q7 e g™
B(@g™Y) = by + byg7t.. ""'aan_nb

Une autre modélisation possible en introduisant un intégrateur si la perturbation est de

premier ordre

(@) = B(g™Dulk = 1) +C(g ™) s 0.5

Avec

A(g7h) =1-¢q1 2.6
L’équation (8.5) constitue le modele de CARIMA (ou CARMA) (centred Autoregressive
Intgrated Moving Average) du systeme. A(q™") est opérateur de différence et il représente
aussi le modele d’une perturbation du premier ordre. L’ajout d'une perturbation du premier
ordre équivaut a introduire un intégrateur dans la fonction de transfert en multipliant par
Ay (z71) = 1 — z71 et la fonction de transfert discréte est alors :

Y(z) _ ._1 B(z™)

A]_U(Z) 4 A]_A(Z_l) 27

Le but de I'ajout d’un intégrateur dans la fonction de transfert est pour annuler toute erreur

statique vis-a-vis d’'une consigne constante et dii a une perturbation constante.

1.3.2.  Rechercher du prédicteur optimal

Pour prédire le comportement du processus dans le futur, on doit rechercher I'équation de
prédiction. Pour cela, on pose y(k + j|k) la sortie estimée a I'instant k+j connaissant la

sortie a I'instant présent k.

1) Rappel sur la réponse d’un systéme discret

Selon le produit de la convolution discrete, et en supposant que le systéme est causal, on peut

écrire la relation suivante entre 'entrée et la sortie :

y(k) = f(k) *u(k) = X2, fiu(k — i) 2.8

Avec {f;} les coefficients de la réponse impulsionnelle.

Etant donné la transformé en Z d’une fonction discreéte par la relation suivante :
F(2)=%2,fiz™" 2.9

Dong, en utilisant le transformée en Z on aura Y (z) = F(2).U(2)

En posant A;7=1—2z"touA = 1— q~'; ainsi pour une variable x(z) donnée :

AMX(z) =(1—-zYHx(2)



Soit
Ax(k) =(1 — g Hx(k) = x(k) —x(k— 1) 2.10

L’équation définissant la sortie en Z peut étre écrite :

Y(2) = 22 0,U(2) = G(2)A,U(2) 011
Avec
F ) s
G(z) = 1_(22_)1 =Xi209:iz”" 2.12

En utilisant la convolution discréete I'expression (2.11) devient :
y(k) = XiZogibu(k — i) 2.13
Ou {g;} sont des coefficients, appelés coefticients de la réponse indicielle du systeme.
SiF(z) =A.G(z),ona f(k) = Ag(k), soit
fl) =g(k) —g(k = 1) 2.14
Soit ¥(k + j|k) la sortie est estimée a I” instant k + j connaissant la sortie a I'instant k. On

peut écrire

Yk +jlk) = X2y gibu(k +j = 0) 2.15
Cette sortie estimée peut se décomposer en deux termes, on obtient
Pk +jlk) =X, gidulk +j — ) + p; 2.16
ou
pj = XiZjs1 gibulk +j — i) 2.17

Le premier terme (2.16) correspond a la réponse forcée du systéme et correspond aux
incréments de commandes futures et présentes. Les p; correspond a la réponse libre (en

absence de commande et en tenant compte seulement des conditions initiales). Les {g;} étant

les coefficients de la réponse indicielle du systéme définis par :
gi = s1(kT,) 2.18

Avec s; la réponse indicielle du systéme continu.
Considérons la réponse libre (entrée nulle) notée par y*(k +j), a partir des conditions

initiales a I'instant k, on peut écrire en fonction des incréments de commandes passées :

pj =y (k+))=X209:0u"(k+j—1) 2.19

Avec
Au*(k+j—i)=0pouri<j 2.20

Soit



pi=yk+j)=y 2.21

Ou encore
pi =y (k+)=y () +T_ Ay (k +0) 2.29
Soit finalement la relation récurrente liant les p; :
pj = pj-1+ Ay (k+)) 2.23
Les incréments de réponse libre Ay*(k + j) sont obtenus a partir de 1'équation récurrente
suivante :
Al HAy*(k+j) =B(@ HAu*(k+j—1) 2.24
Tel que
Au*(k +j)=0pourj >0 2.25
Le calcul de la réponse libre a eftfectuer a chaque itération par les équations récurrentes
suivantes :
Ay*(k +j) = T2 bidu’ (k + j — ) — £ aAy*(k +j — i) 2.26
pj = pj-1+ Ay (k +j) avec py = y(t) 2.27

Grace a ces résultats, on peut calculer la sortie libre sans résoudre une équation matricielle.
On peut transcrire I'équation (2.16) sous la forme matricielle suivant :

Yy = Gyly + py 2.28
Avec
Iy =[Pk +1).......9(k + N)]T : 1a sortie estimée

iy = [Au(k) .....Au(k + N — 1)]7 :incréments des commandes actuelles et futures

T

Py = [p1 ---PN] : réponse libre

ou Gy est la matrice des coefficients de la réponse indicielle du modéle :

91 0 0 0 S11 0 0 0
') g1 0 0 S12 S11 0 0

GN = E ., 5 = E . E
gn-1 9n-2 9n-3 O / SiN-1 Sin-2 SiN-3 0 /
IN In-1 9n-2 g1 S1N SiN-1 SiN-2 S11

1.8.3.  Criteére a optimiser

Apres avoir définie I'équation de prédiction de la sortie du modéle, la prochaine étape serait
le calcul de la commande en minimisant un critére quadratique. Le critére est la somme des
carrées entre les sorties prédites et la consigne et la somme des carrées des incréments de la

commande.



J = X2y Wl + ) =9k + D12 + A% duk +j — 1)2 2.9

On suppose que
Au(k +j) = 0pourj = N,

Avec les parametres de réglage :
¥ : sortie prédite
Au : incrément de la commande
W : consigne
N; et N, : horizons de prédiction sur la sortie
N, : horizon de prédiction sur la commande
A facteur de pondération sur la commande
La minimisation du criteére quadratique par rapport aux incréments de commande, permet de
donner une séquence des commandes futures, dont seule la premiére sera appliquée. On
utilise les informations de la consigne seulement entre les horizons N; et N, pour faire
converger la sortie prédite vers cette consigne. Le coefficient A appelé coefficient de
pondération, il permet de pondérer la commande par rapport a la poursuite, le bon choix de
ce parametre assure la convergence lorsque le systéme présente un risque d'instabilité au

départ.

1.3.4.  Expression matricielle du critere

En tenant compte de la forme matricielle de I'équation de prédiction (2.28), le critere (2.29)
peut étre introduit sous forme matricielle. En effectuant la prédiction sur la sortie Ny et N,
(non plus 1 et N), et avec un horizon de commande N, on aura :

] = (Gyiiy + p—wW)T(Gyiiy +p —w) + AT 2.30
Avec

w = [w(k+Ny) ....w(k + N,)]"
9= [0k + Ny e .. 90 + NI
i = [Au(k) ... Au(k + N, — D]T

on = [ony oo, 1"

S1N, S1N;-1 S1N,-2 0

S1N;+1 S1N, S1N;-1 0

G = : :
0 0 0 0

S1N, S1N,-1 S1N,-2 S1N,—Ny+1



G est une matrice de dimension (N, — N, + 1) X N,,.
La solution optimale est calculée en appliquant le gradient a I'équation (2.30) par rapport au

vecteur des incréments de commande :

J=[a"GT + (p = wW)T][GT + (p —w)] + AT" @
=U'[GTG + Ay Ju+a"GT(p —w) +(p —wW)TGi+ (p—w)T(p—w) 231
2L = 267G + Al Jit + 267 (p — w) 2.32
Soit la solution optimale :
fiope = [GTG + Ay, ] GT (W — p) 2.33
Sachant que les dimensions de la matrice GT G est N, X N,, et la matrice Ugpe est Ny X 1.
Dans le cas particulier ou N, = 1 la solution optimale devient :

~ _ GT(w-p) _ sf(w—p)

Yovt = TaTaea] — 16TGHA] 254
Dont : S1 = [SllelN1+1 reraen e SlNZ]
Soit la solution donnant la commande a appliquer a l'instant présente :
sT (w—p)
u(tk) =ulk —1) +—=— 2.85

[GTG+A]

Le fonctionnement global de I'algorithme est récapitulé dans la figure 2.2 :
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Figure II.2 Schéma de commande prédictive généralisée.



1.8.5. Loi de commande par la résolution de ’équation Diophantine

L'objectif de la commande prédictive est le calcul de la séquence de commande future
u(k),u(k + 1), ... de maniére que la future sortie du systéme y(k + j) converge vers w(k +
j). Afin d’optimiser la fonction de colit J(Ny, Ny, N,), la sortie prédite optimale y(k + j) doit
étre calculée pour j = Nyet j < N, [107].

Soit I'équation Diophantine suivante :
1=E(@ A +q 7 Fi(g™) avec A(q™") = AA(qg™") 2.36

Les polynémes E; et F; sont définis spécialement avec des degrés de (j-1) et na,
respectivement. Ils peuvent étre obtenus end divisant 1 par A(q™1) jusqu’a que le reste de la
division peut étre factorisé comme q_jF}-(q_l). Le quotient de la division est le
polynome E; (™.
Si en multipliant I'équation (2.5) par AE;(q~*)q’

AQ@ME (@ )y + ) = Ej(@gHB@ DAulk +j —d - 1) + Ej(g)Ek +j) 2.7
Considérons I'équation (2.36), I'équation (3.37) peut étre écrite sous la forme suivante :

(1-q7F@ )y +)) = E(@@ B DAutk +j—d — 1) + E(@ sk +)) 238

Qui peut étre réécrite la forme suivante :

y(k+)) =F(@ Dyt +E(q7)B(@ DAulk +j—d — 1) + Ej(g )§(k +j) 2.9
Le polynome Ej(q_l) est de l'ordre de (j — 1), alors les termes de bruit dans I'équation

(2.89) sont tous définis dans le futur. La meilleure prédiction de la sortie y(t + j) est alors

donnée par :

y(k +jlk) = Gi(gDAu(k +j—d -1 + F(qDy@@™) 2.40
OuG;(q™") = E(g™)B(q™)
I1 est facile de montrer que les polynoémes E; et F; sont obtenus de maniére récursive.
On considere que les polynémes Ej et F; ont été obtenus en divisant 1 par A(q™Y) jusqua
que le reste de la division puisse étre factorisé comme q_jF}-(q_l). Ces polynémes peuvent
étre exprimés par :

F@ Y =fio+finqg '+ finaqg™™

E(@ ) =ejo+e1q  + - ejnj_1q IV



Maintenant, on suppose que la procédure est utilisée pour obtenir Ej,1(q™") et Fiy1(q71) ,
on divise 1 par A(q™1) jusqua que le reste de la division peut étre factorisé comme
a~U*DF (g avee
F}+1(q_1) = fir10 t fj+1,1q_1 + - firinaqd ™

[T est claire qu'il y a seulement une autre étape de division pour obtenir les polynomes E; et
F; est considérée pour obtenir les polynémes Ej.1(q ") et Fj11(q™"). Le polynéme Ej, 4 est
donné par :

Ej(@) =E(@™") +e11,q7"
Avecejry ;= fio
Les coefficients de polynéme Fj 1 sont exprimés alors comme suit :

fi+1i = fii+1 — fioGir1 i =0..,na -1

Le polynéme Gj1 peut étre obtenu récursivement par :

Gjr1 = Ejs1B = (Bj + fjoq ))B

Gi+1 = Gj +fj0q7/B

Le premier coefficient j de Gj1 est identique a celui de G; alors que le reste des coefficients
sont donnés par :

Jj+1i+1 = 9jj+i T fiobi i =0..nb
Puisque le systéme considéré posséde un temps mort d (période d’échantillonnage), alors, la
sortie du systéme serait influencée par le signal u(t) aprés un période de d + 1. Les
valeurs Ny, N, et N, définissant I'horizon, peuvent étre définis par: Ny <d+1, N, =d +
NetN, =N.
Maintenant, on considére I'ensemble des prédictions optimales :

Yk +d+1[t) = Gay18u(k) + Fyy1y(k)
y(k+d+2[t) = GaAu(k + 1) + Fyyoy(k)
9k +d +N[t) = Ggpwdu(k + N — 1) + Fyyy (k)

Qui peut étre écrite sous la forme matricielle

y=Gu+F(@g Yyk)+ G (g HAulk — 1) (2.41)

Avec

y(k+d+1|t) Au(k)
y(k+d+2|t) u= Au(k +1)

y(k+d+ N|t) Au(k + N —1)



C = 91 gso 0
In-1 Gn-2 - Go
[ (Ga+1(@™H) — go)q
G’(q_l) — | (Gd+2(q_1) — Yo — glq_l)qz
(Gasn@D) = go— 9107 = = gn-1q" V")V
[Fd+1(q_1)]
F(qg™)

— |Fd+2§q1)j

Fd+N(q_1)

]
I

|

Il est a noter que les deux derniers termes de I'équation (2.41) ont dépond seulement

d’'informations antérieure, alors, ils peuvent étre regroupés dans f :

y

=Gu+f

Généralement, les conditions initiales sont nulles, la réponse libre f est aussi nulle. Si le pas

unitaire est appliqué a I'entrée du systéme

a l'instant £ ; alors :

Au(k) =1,Au(k+1) =0,..,Au(k+ N —-1) = 0.

La séquence des sorties prédites [§(k + 1),J(k + 2), ...9(k + N)]” est égale a la premiére

colonne de la matrice G. Cest pourquoi la premiére colonne de la matrice G peut étre

calculée comme la réponse indicielle du systeme lorsque le pas unitaire est appliqué aux

variables manipulés. Les termes de la réponse libre sont calculées récursivement par :
fie1 = (1 =A™t +Ba™)hu(k —d +))

Avec fy = y(k) et Au(k +j) =0forj =0

L’expression (2.29) peut étre réécrite comme suit :

J=Gu+f—w)(Gu+f—w)+ uTu

Au(q)

Processus

(2.42)

y()

Calcul de

libre

Réponse %

Figure II.8 Loi de commande de la GPC.



On peut écrire I'équation (2.42) comme suit :

] = %uTHu +bTu+f (2.43)
Ou
H=2(G"G+ D)
b=2(f—w)G

fo=(F—w)'(f—w)
La valeur minimale de J qui rend le gradient de J soit nul en supposant qu'aucun contraint
n’est appliquée au signal de commande est donnée par :
Au(k) =H b= (GTG+ A GT(w—1) (2.44)
Sachant que le signal de commande qui est réellement envoyé au processus est le premier
élément du vecteur u, donné par :
Au(k) = K(w —f) (2.45)
Ot K est la premiére ligne de la matrice (GG + AI)"*G”, qui est bien montré sur la figure
2.3. Au cours de la procédure de prédiction, si il n'y aura pas de futures erreurs prédites,
c’est-a-dire, si w — f=0, alors il n’y aura pas un signal de commande qui sera appliqué a
I'entrée, par conséquent l'objectif de la commande est d’accomplir avec une évolution libre du
processus. Il a noter que l'action de la commande est tenue compte des futures erreurs au

lieu des erreurs passées.

1.4. Commande prédictive avec contraintes

La commande prédictive développée jusqu’ici ne tient pas compte des contraintes physiques
sur la commande et la sortie du systeme. Toutefois, en pratique, il est primordial de tenir
compte de ces contraintes pour les raisons suivantes :

1. Les efforts de commande sont limites. Les actionneurs et amplificateurs possédent
des limites physiques au-dela desquelles ils deviennent satures,

2. L’incrément ou la variation de la commande est également limité. La commande ne
peut pas varier brutalement a un taux quelconque. Ceci est dii a la bande passante des
actionneurs.

3. La sortie doit erre limitée pour des raisons de sécurité et de maintenabilité des
équipements. Un dispositif qui fonctionne loin de sa valeur nominale risque d’étre
endommagé ou d’avoir une durée de vie plus courte.

Afin de remédier a ces contraintes, il est nécessaire d'imposer des contraintes, soit des limites

sur les valeurs maximales et minimales lors de la synthese des correcteurs [97].



1.4.1. Contraintes sur les incréments de commande

Imposer des contraintes sur les incréments de commande revient a limiter la vitesse de
variation de I'amplitude de la commande. On limite alors le taux de variation Au(k) =
u(k — u(k — 1) sur une période d’échantillonnage
Au™" < Au(k) < Au™ 2.46
si Aumin = 0, la valeur de la commande ne peut pas diminuer
u(tk) >ulk—1) 2.47

1.4.2.  Contraintes sur I'amplitude de la commande

Elle dépend des contraintes physiques du systéme et des actionneurs
umin < u(k) £ Umax 2.48
Ce sont des contraintes physiques, donc des contraintes dures qu’il faut impérativement

respecter au risque d’endommager le systéme.

1.4.3. Contraintes sur la sortie

Il s’agit de contraintes plus souples que les contraintes sur la commande
ymin < y(k) < ymax 2.49

Afin d’assouplir la procédure de syntheése du correcteur, on peut ajouter une variable de
tolérance SV de tel sorte a rendre les inégalités (2.49) moins contraignantes

ymin — sv < y(k) < ymax + sv 2.50
En pratique, la valeur de Sv est ajusté afin de relaxer les contraintes dures sur la commande
u(k) et I'incrément de commande Au(k). En effet, le fait de forcer sévérement y(k) a une
contrainte risque fortement d’engendrer de larges variations de u(k) et Au(k). Afin d'y
remédier, on augmente la valeur de SV pour relaxer les conditions sur les limites de y(k).
On donne ainsi plus d'importance aux contraintes dure sur u(k) et Au(k) que sur la
contrainte souple y(k). Le choix de sv peut se faire par une procédure d’essai et erreur afin
de réaliser un compromis entres les contraintes sur la sortie d'une part et celles sur la

commande et I'incrément de commande d’autre part.

1.4.4. Paramétrisation du vecteur des incréments de commande

On souhaite obtenir des contraintes de type inégalité pour le vecteur des incréments de
commande AU (k) et le vecteur des commande U (k)

Au(k) = [Au(k) Au(k + 1) .o Au(k + N, — DT

w(k) = [u(k) uk +1) oo ke + Ny — DT =01



La contrainte s'impose sur chaque composante des deux vecteurs
Au™™ < Au(k) < Au™**

Au™" < Au(k + 1) < Au™ax 2.52

Au™" < Au(k + N, — 1) < Au™**

A partir
u(k) =ulk — 1) + Au(k) 2.53
utk+1) =ulk) +Au(k +1) 2.54
u(k+N,—1) =u(kN, —2) + Au(k+ N, — 1) 2.55

En remplagant (2.43) dans toutes les équations qui suivent, (2.44) dans toutes les équations
qui suivent, et en faisant autant avec toutes les autres équations jusqu’a I'équation (3.45) on
obtient :
u(k) = utk — 1) + Au(k)
utk + 1) = u(k — 1) + Au(k) + Au(k + 1)
utk + 2) = u(tk — 1) + Au(k) + Au(k + 1) + Au(k + 2) 2.56

ulk + N, — 1) = u(k — 1) + Au(k) + Au(k + 1) +--- +Au(k + N, — 1)

soit sous forme matricielle

u(k) 1 1 0 0 Au ()
u(k :+ 1) _ [%‘u(k ~ 1+ () 1 8 Au(k:+ 1) 9 57
u(k + N, — 1) 1 11 UAu(k + N, — 1)

1.5. Commande prédictive a base de modele d’état (MPC)

Cette méthode utilise la représentation d’état et la notion du systéme augmenté pour la
conception du systeme de commande. En utilisant la représentation d’état on peut prédire les

états futurs du systéme a partir des informations actuelles des variables d’état [117.

1.5.1.  Systeéme a entrée-sortie uniques (single input single output
SISO)
Considérons le systéme SISO suivant :
Xm(k + 1) = Apxy(k) + Bpru(k) 2.58
y(k) = Cpxp(k) 2.59

Avec



u: estle variable d’entrée,
y : est le variable de sortie du processus
Xm: est le vecteur des variable d’état du systéme de dimension n;.
Afin d’avoir la représentation d’état souhaitée, on introduit un intégrateur (différenciateur A)
dans la représentation d’état. Dans la représentation d’état général la sortie du systéme est
reliée a son entrée par la relation directe suivante :
y(k) = Cpxm(k) + Dpu(k)
DG du principe de la commande prédictive (notion : receding horizon control), dont la
commande futur est calculée a partir les informations actuelles du systéme, on peut
implicitement suppose que la sortie du systéme y(k) ne peut pas étre affectée par I'entrée
y(k) au méme instant k. donc D,,, = 0.
En introduisant le diftérenciateur A aux deux cotés de I'équation (3.48) on aura :
Xmk + 1) — xp(k) = Apy(xpp(k) — xpp(k — 1)) + By (u(k) — u(k — 1))

avec :

Axp(k + 1) = xp(k + 1) — x,,(k)

Axp (k) = xp(k) — xp(k — 1)
Au(k) = u(k) — u(k — 1)

Avec cette transformation la représentation d’état du systéme devient :

Ax,(k + 1) = Apdxy, (k) + BjAu(k) 2.60
L’entrée du nouveau systéme est Au(k). Afin de connecté la sortie du systéme y(k) a
Ax,, (k), on utilise le vecteur d’état suivant :

x(k) = [Ax, (T y()]"

La sortie devient :

yk 4+ 1) = y() = Culam(k + 1) = xp(k)) = Crldxp(k + 1)

= CpAmlxpy (k) + CpBpAu(k) 2.61
En mettant (2.50) et (2.51) ensemble on aura :
B
Axy, (k + 1)] OT [Axm(k )] B,
Au(k
o+ 1 y(k) |1 B | 44
y(k) = [OT 1] Axm(k) 2.62

y(k)

nq
Ou 0, =1[00..0] , les trois matrices (A,B,C) appelées le modéle augmenté, qui sont

utilisées dans la conception de la commande prédictive.



Exemple 3.1. On considere le systeme discret décrit par la représentation d’état suivante :
Xxm(k + 1) = Apxp (k) + Bpu(k)
y(k) = Cpxm(k)
Avec :
_[1 1y _[051 ~ _
Trowver les trois matrices (A,B,C) du modeéle augmenté, et calculer les valeurs propres du nowveau
systéme, A de la modélisation augmentée?

Solution : onny = 2et O, = [0 0], le modeéle augmenté pour ce systeme est donné par :

Ax(k + 1) = Adx(k) + BAu(k)

y(k) = Cx(k)
les matrices augmentées sont :
T 1 10 0.5
A=[CA?41 0{"=[0 1 O;B=[CBYE]=[1];C=[0,7,11]=[001]
mem 1 11 a 0.5

L’équation caractéristique de la matrice A est donnée par :

Al — A, Of
_CmAm (/1 TN 1)

= (A — Ddet(ll — 4,,) = (A — 1)3

,o(?t):det(ll—A):det[

Donc, la présentation d’état augmentée posséde trois valeurs propres A = 1, parmi ces valeurs, il y a

deux dues du systeme de base, et une due de ’augmentation du systeme de base.

1.5.2. Commande prédictive dans une fenétre d’optimisation

La prochaine étape est le calcul de la sortie prédite du systeme en utilisant les commandes
futures comme variable ajustable. Cette prédiction se fait a lintérieur d'une fenétre
d’optimisation (horizons).

On note par k; I'instant présent et par Np la langueur de la fenétre d’optimisation.

1.5.2.1. Prédiction des variables d’état et de la sortie du systéme

On considére qu’'a l'instant k;, k; > 0 le vecteur des variables d’état est mesurable. La
séquence des commandes futures sont notées par :

Au(k;), Au(k; + 1),...,4u(k; + N, — 1) 2.63
Avec: N, : I'horizon de prédiction sur la commande qui décrit le nombre des parameétres
utilisés pour déterminer la trajectoire de future commande (la langueur de la fenétre

d’optimisation). Les variables d’état prédites (futures) sont notées par :



.X'(ki + 1 | ki),X(ki + 2 |ki),...,X(ki + m | ki),...,X(ki + Np | kl) 2.64

Dont, , x(k; + m | k;) est la variable d’état prédit a I'instant k; + m connaissant la variable
d’état x(k;) a l'instant présent k;. Généralement, I'horizon de prédiction sur la commande
N, est choisi de maniere qu’il soit inférieur a I'’horizon de prédiction sur la variable d’état Np.
En basant sur la représentation augmentée (A,B,C), les variables d'état prédites sont

calculées séquentiellement en utilisant les commandes futures :
x(k; + 1| k;) = Ax(k;) + BAu(k;)
x(k; + 2| k;) = Ax(k; +1) + BAu(k; + 1)
= A%x(k;) + ABAu(k;) + BAu(k; + 1) 2.65

X(kl + Np |kl) = ANPX(ki) + ANP_lBAU(ki) + ANP_ZBAU(ki + 1)
+ ...+ ANP"NeBAu(k; + N, — 1)
En remplagant les variables d’état prédites dans I'équation de sortie du systéme, on trouve

les variables de sortie prédites :
y(k; + 1| k) = CAx(k;) + CBAu(k;)

y(ki + 2 |k) = CA*x(k;) + CABAu(k;) + CBAu(k; + 1)

y(k; + 3| k) = CA3x(k;) + CA?BAu(k;) + CABAu(k; + 1) + CBAu(k; + 2) 2.66

y(ki + Np| ki) = CANPx(k;) + CANP"'BAu(k;) + CANP72BAu(k; + 1)
+...+ CANP~NeBAu(k; + N, — 1)
Toutes les variables prédites sont exprimés en fonction des variables d’état courants x(k;) et
de futur incrément Au(k; +j),ou j = 0,1,...N, — 1.
Soit le vecteur Y le vecteur des sorties prédites
Y = [y(ki+ 1 k) y(ki + 21 k) y(ki + 31k)...y(e; + Npl k) 1" 2.67
et
AU = [Au(ki) du(ki + 1) Au(ki + 2)...4u(ki + Nc — 1)]7 2.68
Dans le cas des systémes SISO, la dimension du Y est Np, et la dimension du AU est N¢. I1
est plus convenable d’écrire I'équation (856) sous la forme condensée suivante :
Y = Fx(ki) + AU 2.69

Avec :



[ CA 1 CB 0 0 0
| cA? | CAB CB 0 0

F =| CA3 |;¢> =| cA%B CAB CB 0
lCANPJ CAN;’_lB cANP—2p  cANP—3p CAN};_NCB

1.5.2.2. Critere d’optimisation

L'objective de la commande prédictive est d’assurer la convergence de la sortie du systéme
vers la trajectoire de référence désirée a chaque instant k; sur I'’horizon de prédiction, dans le
lequel on suppose que la consigne reste constante. Pour assurer cette convergence on doit
chercher le meilleur vecteur AU qui minimise I'erreur entre la sortie prédite et la consigne.

Le vecteur contenant les données de la consigne est décrit par la relation suivante :
Np
T _ ] )
Ry = [11...1]r(k;)

La commande sera calculée en minimisant la fonction de coft (le critére) qui est donnée par :

J = (Rs—Y) (Rs— Y) + AUTRAU 2.70
Le premier terme du critére a pour objectif de minimiser I'erreur entre la sortie prédite et la
consigne, alors que le deuxiéme terme permet la pondération de la valeur de la commande
afin de rendre le critére J aussi réduit que possible.
R est une matrice diagonale qui est donnée par 'expression suivante :
R = nyly.xn. (hw = 0) 2.71
Dont ry, est un parameétre ajustable qui est choisi afin de répondre aux performances désirées
en boucle fermée. Lorsque 1y, = 0, 'erreur sera minimisée en la valeur de AU, dans ce cas
I'erreur sera lentement diminuée.
Afin de trouver le AU optimal qui minimise le critére J, le critére est reformulé comme suit :
J = (Rs — Fx(k))T (Rg — Fx(k;)) — 24UT®T (Rg — Fx(k;)) + AUT (@Td + R)AU 2.72

La premiere dérivée de J par rapport au AU est :

ai\_]U= 20" (R; — Fx(k)) + 2(®"® + R)AU 973

A partir de condition nécessaire pour minimiser J, ai\_]U = 0, on trouve la solution optimale du
signal de commande comme suit :

AU = (@Td + R)'@T (Ry — Fx(k;)) 2.74
La matrice (@T® + R)™! est appelée la matrice Hessian et on suppose qu'elle existe. On

aussi :



Np
Ry = TTL AT r(k)=Ryr (ko)
La solution optimale est décrite en fonction de la consigne r(k;) et les variables d’état
x(k;) selon I'équation suivante :
AU = (@Td + R)1@T (Ryr(k)) — Fx(k))) 2.75

1.5.3. Commande a Horizon Fuyant

Le principe de la commande prédictive a horizon fuyant consiste a calculer la séquence
d’incréments de commande AU = [Au(k) Au(k + 1) Au(k + 2)...4u(k + Nc — 1)]7
qui minimise un critére donné en n’appliquant que la premiére composante Au(k) de cette
séquence.

Les mesures récentes ont pris en considération a la prochaine période d’échantillonnage pour
former le vecteur d’état x(k + 1) pour le calcul de la nouvelle séquence de commandes.
Cette opération est répétée en temps réel a chaque nouvelle période d’échantillonnage pour

donner la commande a horizon glissant.

1.5.3.1. Systeme de contréle en boucle fermée

Le vecteur des incréments de commande optimale AU est déterminé en utilisant I'expression
suilvante :
AU = (@Td + R) ™1 (@TR; — ®TFx(ky))

Dont, le premier terme (@T@ + R)™! ®TRg correspond aux changements de la consigne,
alors que le deuxiéme terme —(®7® + R)™! ®TF correspond a la commande par retour
d’état sur I'horizon de prédiction de commande. Les deux termes dépendant des parametres
du systéme et ils sont des matrices constantes du systéme invariant dans le temps. Selon le
principe de commande a horizon fuyant, on n’applique que le premier élément du vecteur

AU, donc :

N
AU = [10...0|(@T® + R)™ Y (@TRsr(k;) — ®TFx(k;)) 2.76
AU = Kyr(ki) — Kmpcx(ki) 2.77

Avec : K, est le premier élément de (®T® + R)"1 ®TR,
Et Kpnpc est la premiére colonne de (@T® + R)™! ®TF
On remarque que I'équation (2.67) est la forme standard de la commande par retour d’état
d’'un systeme linéaire invariant. Le vecteur qui contient des gains de commande par retour

d’état est Kpypc. Alors, avec le systéme augmenté :



x(k + 1) = Ax(k) + BAu(k)
Le systéme en boucle fermé est obtenu en remplagant I'équation (2.67) dans I'équation du
systéme augmenté par :
x(k + 1) = Ax(k) — BKppcx(k) + BK,r(k) 2.78
x(k + 1) = (A — BKypc)x(k) + BKyr(k) 2.79
Les valeurs propres peuvent étre évaluées a travers I'équation caractéristique en boucle
termée suivante :
det[Al — (A — BKppe)] = 0
Sachant que :

- La derniére colonne de F et la matrice R, sont identiques et égalesa [11...,1]7.

- K, et le dernier élément de K,y sont identiques, alors, on peut écrire Kppe =
[Kyx Ky ], dont K, correspond au vecteur de gain de retour qui est lié a Ax,, (k), et K,,
correspond au vecteur de gain de retour qui est lié¢ a y (k).

La figure 2.4, présente le schéma bloc du systéme de commande prédictive en boucle fermée,
dont, g~1 soit 'opérateur de décalage en arriere. Le schéma bloc montre la structure de

retour d’état pour la commande prédictive dans le cas d'un modele discret (DMPC : discrete

model prediction control) avec action intégrale (intégrateur a temps discret).

1-q1
L Tm(k+1) T (k)
- B, q_l - Oy
+
u(k)
. A, 1
1—g—1
Au(k) 1—qt
+
p K, ]

Figure II.4 Schéma bloc de systéme de commande prédictive a temps discret.



1.6. Syntheése du régulateur polynomiale équivalent RST

1.6.1. Relations en boucle fermée

Les relations en boucle fermée sont établies pour GPC sans contraintes. On peut utiliser la
boucle fermée de la structure classique du placement de pole comme elle montre la figure

2.5. Dans ce cas la loi de commande peut s’exprimer ainsi [10]:

R(z"HAu(k) = T(z"Hw(k) — Sz )y (k) 2.80
T u(k) y(k)
RA
: <
T

Figure II.5 Structure classique du placement de pdle.

: y , . . T , . S
Cette loi de commande est composée d’une action directe - et une rétroaction —. On

réorganise le schéma bloc de la commande GPC présentée dans la figure 2.5 pour avoir la

torme de I'équation (2.80).

La loi de commande de I'équation (2.83) permet de calculer la séquence de commandes u.
Alors que seulement le premier élément Au(k|k) qui est envoyé au processus. L'action de
commande Au est donnée ainsi :

Au(k) = K(w —£) = $2 ki[w(k + i) — f(k + )] 2.81
Ol K est la premiére ligne de la matrice (GTG + AI)7*G”.
Dans le cas général, le polynéme C(z~1) est considéré non nul, ce qui permet de déterminer
la réponse libre. D’autre part, il se trouve qu’il est difficile au modele CARIMA d’identifier ce
polynéme avec une perturbation déterministe. Pour cela, on le substitue par le polynome T

qui peut étre considéré comme un observateur fixe.

On obtient alors le modéle du systéme suivant :

Az y(k) = B(z Dk — 1) + T(z™H) 22 2.82

L’équation Diophantine qui doit étre résolue devient ainsi :

T(z™) = Ej(z"D)AA(z™") + zTFj(z™") 2.83



En utilisant cette équation avec le modele du systéme, on obtient ainsi les futures sorties:

zY)

_ -1
y(k+)) = A( = u(k +j— D+Ei(z"De(k + ) +- e _1)Ae(k) 2.84

En remplagant e(t) par son expression a partir du modele et en utilisant I'équation (2.83), on

obtient :
y(k+j)) = —y(k) +2E Au(k +j—=D+Ej(z De(k + ) 2.85
La meilleure prédiction est obtenue en remplagant e(k + j) par sa valeur prédite (zero) :
9k +j1k) =Ly (k) + L= dulke +j - 1) 2.86

En utilisant I'équation Diophantine, on peut séparer les actions de la commande en actions

passées (actions avant 'instant k) et futures actions (actions qui doivent étre calculées par le

controdleur) :
Ei(z)B(z™") =Hi(z DT ) + 2z [;(z™) 2.87
Ceci amene a 'équation de prédiction suivante :
L Z—l ( -1
y(k +jlk) = Hi(z"DAu(k + j) + ](T )Au(k -1+ / ) y(k)

= H;(z"DAulk + j) + [z DA/ (k — 1) + Fj(z-l)yf(k) 2.88

) [ Au(k—l)‘

Avec : y/ (k) =@etAuf(k—1 -

Cette équation (2.88) apporte la méme prédiction le long de I'horizon tel que produit par
I'équation (2.41), si T(z™1) = 1 et les coefficients de H; sont les éléments de la matrice G et
I; représente les lignes du vecteur G'.

Ainsi, la réponse libre du systeme utilisée dans la loi de commande est donnée par :

Au(k—-1) —1y Y(k)
T(Z_1)+F( ) =y 2.89

Apres obtenir la réponse libre en considérant le polynome T, on peut l'inclure dans

f=1(z"DAuw (k—1) +Fz V)y (k) =1(z™1)

I'expression de la loi de commande donnée par (2.81) :

Au(k) = K(w—f) = Zl 2N, kilw(k +i) — f(k +1)] 2.90
(-1
ka(k+L)—Zle( Auk — 1)—Zk W(k+l)Tl((§_1))y(k)

-1

En Omettant le terme Zz~ " on obtient :

|7+ 27202, k1| dutk) = TEN2, kiw(k) — $12, ki Fiy(k) 2.91



Les valeurs des polyndmes R et S sont obtenus en comparant la derniére équation avec
(2.80) et ils sont donnée par :
-1 -1y
Tz H)+z X2y kil
Ziw, ki

l=N1

R(z™Y) =

yN2 kR,
R(z™H ="52— 2.92

Zl ny Ki
L’équation caractéristique en boucle fermée est obtenue par linclusion de l'action de
commande donnée par I'équation (2.80) dans le modele de systeme tel que :
AAy(k) = BAu(k — 1) + Te(t) 2.93
Alors, en remplace la commande Au(k) = %W(k) — %y(k) dans le modéle de systéme, on

obtient :
AAy(k) = Bz~ (gw(k) -£ y(k)> + Te(t) 264

En extraire y(k) de cette équation, on obtient la relation en boucle fermée qui décrit la

sortie du systéme en fonction de la consigne et la perturbation

y(k) = w(k) + ————

Par conséquent, I'équation caractéristique est donnée par :

RAA+BSz 1 =0

e(k) 2.95

RAA+BSZ_1 RAA+B.S‘Z_1

En utilisant I'équation (2.87), on peut décomposer 'équation caractéristique polynomiale

ainsi :
RAA + BSz™* = v i(T/T + T2y, kiz' ™ (B — AH;)) = TP, 2.96
Finalement I'équation (2.95) devient :
y(k) = Bi—jw(k) + e () 0.97

Il est a noter que le polynéme T est annulé dans la fonction de transfert en boucle fermée
entre la consigne et la sortie. Alors, la stabilité et les performances sont dépendues des
racines de polynome F,. Afin de garantir une réponse sans décalage il est d'intérét de mettre
P.(1) = B(1) ce qui permet d’avoir un gain égal a 1 de la fonction de transfert entre la sortie
et la consigne.

Lorsque le GPC est écrit sous la forme générale de la structure de placement de pole, alors
les propriétés de stabilité peuvent étre déduites de la fonction de transfert. Il est prouvé que
la stabilité peut étre garantie si les parametres d’ajustement (horizon, factor de commande de

pondération) sont choisis correctement [107].



II. Conclusion

Deux commandes promettant ont été abordées dans ce support de cours. La commande
adaptative, qui est créée principalement pour trouver des solutions aux probléemes
indésirables liés a lincertitude des parametres de modélisation, qui peut affecter
significativement les performances de contréleur si elle dépasse les tolérances permises. Les
techniques d’identification données ne sont pas exhaustives, il existe de nombreuses
méthodes pour l'identification des parametres de systéme, on peut en citer par exemple les
réseaux de neurones, la logique floue, algorithmes génétiques ...etc. Il se trouve qu'il existe
une autre classe de commande adaptative fréquemment utilisée, qui combine les commandes
adaptatives directe et indirecte, connue généralement sous le nom de commande adaptative
directe-indirecte hybride. Le modéle de rétérence qui contient les spécifications de la réponse
souhaitée doit étre congu proprement afin d’étre suivi par le contrdleur adaptatif du
processus. Pour les différents systemes étudiés (premier, deuxieme, SISO, MIMO) la
commande adaptative a permis au systeme de réaliser une poursuite asymptotique, dont les
parameétres ne sont pas convergés a leurs varies valeurs. La théorie de stabilité de Lyapunov
a montré que les erreurs d’estimation des parameétres de contrdleur sont seulement bornés et
non asymptotiques.

La commande MPC (ou model pretictive control) rétére a une classe des techniques de
commande prédictives relatives aux systémes linéaires a temps invariant (L'TT) desquels leur
dynamique est exprimée par une modélisation discréte qui ne fait pas l'objet d’aucune
incertitude. Globalement, Il existe trois contrdleurs prédictifs, chacun s’identifie par son
modele de prédiction, le choix de la fonction de colit a minimiser et I'expression de la loi de
commande (finit impulse reponse model F'IR, generaled predictive control model GPC et space-state
GPC). Le GPC par exemple utilise un modele de fonction de transfert et il est applicable
pour les systemes stables et instables. Alors que, le modéle FIR est désigné aux processus
desquels leur modélisation contient de retard, de réponse temporelle et de gain. Cependant,
cette modélisation est limitée aux systemes stables. Cette modélisation se présente souvent
avec des polynomes a ordre élevés.

Les deux techniques de commande traitées dans ce support de cours sont assez
expérimentées pour suggérer des futurs développements, bien que toujours possibles mais

seront peu hombreux.
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