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Chapitre | Géneralités sur les signaux

1.1 définition

Un signal est une grandeur physique, qui convoie une information et le plus souvent elle est

sous forme électrique (tension, courant, ...)
1.2 Classification des signaux
Les critéres de classification des signaux sont multiples parmi ;

1.2.1 Classification morphologique

Si un signal est défini pour toutes les valeurs de la variable indépendante t, il est
appelé signal a temps continu (CT). Considérez les signaux représentés sur les Fig. 1.1
Comme ces signaux varient continuellement avec le temps t et ont des amplitudes connues a
tous les instants temporels, ils sont classés comme signaux CT. En revanche, si un signal
n'est defini qu'a des valeurs discretes de temps, il est appelé signal a temps discret (DT). La
figure 1.1 (h) montre la température de sortie d'une piece mesurée a la méme heure chaque
jour pendant une semaine. Aucune information n'est disponible pour la température entre les
relevés quotidiens. La figure 1.1 (h) est donc un exemple de signal DT. Dans notre notation,
un signal CT est désigné par x (t) avec des parenthéses réguliéres, et un signal DT est noté

avec des parentheses carrées comme suit [1], [4] :

a) Signal analogique : se sont des signaux a temps continu, définies a chaque instant,
d’une autre maniére on peut dire que I’amplitude et le temps sont des variables

continues, il n’y a pas de discontinuite.

b) Signal discret: Le nombre des valeurs prises s(t) est limité, ceci a des instants t

discrets (I’amplitude et le temps sont des variables discontinues) .
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Chapitre | Géneralités sur les signaux

x(f)=sin(7) x[k] = sin(0.257k)

2 - 0 1U 5 -6 —4 o 4 8

@ o)

Fig. 1.1 classification morphologique : a) signal continu b) signal discret

1.2.2 Classification phénoménologique:

En tenant compte de la nature de I'évolution du signal dans le temps. Il apparait deux types
de signaux :

a) Signal déterministe : Les signaux déterministes sont qualifiés de certains, c’est-a-dire
prévisibles dans le temps. Leur évolution en fonction du temps peut étre exprimée par
un modéle mathématique classique [2].

Exemple le signal y(t) =1

b) Signal aléatoire : dont le comportement est imprévisible pour leur description, on
utilise la description physique.
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Fig. 1.2 classification phénoménologique : a) signal déterministe b) signal aléatoire

1.2.2 Signal périodique et non périodique:
- Signal périodique :

Un signal continu x (t) est dit périodique s'il satisfait la propriété suivante:

x(t) = x(t+TO) (1.1)

A tout instant t et pour une constante positive TO. La plus petite valeur positive de TO qui

satisfait a la condition de périodicité, Eq. (1.3), est appelée période fondamentale de x (t).
De méme, un signal discret x [n] est dit périodique s'il satisfait

x(n) = x(n + no) (1.2)

A tout moment n et pour une constante positive n0. La plus petite valeur positive de n0 qui

satisfait a la condition de périodicité, Eq. (1.4), est appelée période fondamentale de x [n].
-Signal non périodique:

Un signal qui n'est pas périodique est appelé signal apériodique ou non périodique. La figure

1.6 montre des exemples de signaux périodiques et apériodiques. La réciproque de la période
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Chapitre | Géneralités sur les signaux

fondamentale d'un signal est appelée fréquence fondamentale. Mathématiquement, la

fréquence fondamentale s'exprime comme suit :

1 1
fo= T_o pour les sgnaux continus et fo = n_o pour les signaux discrets

Ly /\R

="n
N
1
L
1
1
—
=

Fig. 1.3 classification signaux périodigues et non périodiques

Ou T, et ng sont, respectivement, les périodes fondamentales des signaux continus et
discrets. La fréquence d'un signal fournit des informations utiles sur la vitesse a laquelle le
signal change son amplitude [5]. L'unité de fréquence est le nombre de cycles par seconde (c
/ s) ou hertz (Hz). Parfois, nous utilisons egalement des radians par seconde comme unité de

fréquence. Puisqu'il y a 2x radians (ou 360°) dans un cycle, une fréquence de f; hertz
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équivaut a 2w fy radians par seconde. Si des radians par seconde sont utilises comme unité de

fréquence, la fréquence est appelée fréquence angulaire et est donnée par

21

/1
wo = T pour les sgnaux continus et 2y = T pour les signaux discrets
0 0

I .3 Notion de puissance et d’énergie

Avant de présenter les conditions de classification d'un signal en énergie ou en puissance,

nous présentons les formules de calcul de I'énergie et de la puissance d'un signal.

La puissance instantanée a l'instant t = t, d'un signal continu de valeur réelle x (t) est donnée
par x2(t,). De méme, la puissance instantanée d'un signal discret de valeur réelle x [n] &
I'instant n = n, est donnée par x2[no]. Si le signal a une valeur complexe, les expressions de
la puissance instantanée sont modifiées en | x (to) | ou | X [no] [%, ol le symbole | - | représente

la valeur absolue d'un nombre complexe[3].

L'énergie présente dans un signal continu ou discret dans un intervalle de temps donné est

donnée par ce qui suit:

Pour un signal continu
L’énergie dans un intervalle [t;; t;]
ta

Wi, 1)) = f x%(t)dt (1.3)

t1
La puissance moyenne dans [t;; t;]
t2

Pooy = 2 :
oy tz_tljx (H)dt (1.4)
t1
Energie total d’un signal
+o0
W = jlx(t)lzdt (1.5)

Page 5



Chapitre | Géneralités sur les signaux

Puissance moyenne totale

T
1 7z
Prnoy = TETw T f x? (t)dt (1.6)
T
2
Pour un signal discret
ny
Worynpy = ) Ix()P (1.7)
k=n1

- Exemple :
Soit un signal continu x(t) définit comme suit :

(5 —2«t<2
x(t)_{O sinon

Calculer la puissance instantanée, la puissance moyenne, et I’energie de ce signal

Solution

g | xii)

2 S
-8 -6 4 -1 0

[
o
=
e
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En lea valeur du signal au carré nous aurons la valeur de la puissance instantannée

25 —2«Kt<?2
0 sinon

P(t) = {

L’energie totale de du signal est

+o +2
W = f x*()dt =W = f 25dt =100
—00 -2

La puissance moyenne

T
t7

1
Proy = lim_ = J x? (t)dt|=0

| = |

x(t) a une énergie finie (0 < W = 100 < o) c’est un signal énergie

Par contre s un signal a une puissance finie, le signal est dit signal puissance
1.4 Signaux particuliers

1) Signal signe

sgn(t)

Noté sgn(t), il est défini par : A
1
(1 pourt>0 .
sgn(t) = {—1 pourt <0 (L.7)
A

En t =0 on adopte sgn(t) =0
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2) Echelon Unite
Il est aussi appelé fonction de Heavyside, ce signal est défini par :

pourt >0

u(t) = {(1)

Ent=0 u(t) =1 ou u(t) =%

3) Signal rectangle

Il est aussi appelé signal porte I1(t), défini par :

Ut
1 pour |t| <% ey
u(t) = ; (1.9) 1
0 pourl|t] > 3
bt
112- 12
1 1
Pour t=- ona rect(t) = 3
1 pour |t] < g
Si T est la période la fonction sera défini par < 0 pout |t| > g (1.10)
1 It| = <
> pour |t| = -
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A
4) Signal triangle |
Il est défini par :
31
_l 1 F
t
— |t <
tri(t) = { 1 |T| pour |t] <T (L.11)
0 pour les autres valeurs de t
5) Le signal rampe
La rampe est définie par : )
A
r(t) = t.u(t) (1.12)
5 > 1
1
6) Impulsion de Dirac
Cette fonction est défini par :
_(Opourt+#0
5(t) = {Oo ot = 0 (1.13)
Oona ["78(M)dt=1 est d';—f) = 8(t)
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c) impulsion de Dirac décalee

5 S(t—1)pourt #t
(t—1) = {f_-l-oc;o 5t — o)t = 1 (1.14)
6 (t)
d) Peigne de Dirac !
Sr(0) = XF2_, 8(t —nT) (1.15)
| -

ST 2T T T T3t

Exercice0l

Déterminer la valeur de la puissance et de I’énergie de chaque signal:

a) x(t) = cost
b) y(t) = e~ *u(t)

Solution

1) +oo
E, = j x(6)[2dt = f cos?(£)dt = oo
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+T

1 1 +T
P, = ’Ill—l;lgoﬁ . lx(t)|?dt =Tlg§0ﬁJ_T cos?(t)dt

2

_ 1 j” (1 + cosEE'CQt)) it 1
T e 2T ), 2

Le signal x(t) = cost est un signal puissance

b) Eeo = [T lx(0)[2dt = [T e dt = 5

P, = 0,puisque E,, < ©
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Chapitre2 I'analyse de Fourier

1.1 Introduction

L'analyse de Fourier est I'étude de la fagon dont les fonctions générales peuvent
étre décomposées en fonctions trigonométriques ou exponentielles avec des

fréguences définies. 1l existe deux types d'extensions de Fourier:

 Série de Fourier: si une fonction est périodique, elle peut étre écrite comme une
somme discrete de fonctions trigonométriques ou exponentielles avec des fréquences

specifiques.

e Transformée de Fourier: une fonction générale qui n'est pas nécessairement
périodique  peut étre écrite comme une intégrale continue de fonctions

trigonometriques ou exponentielles avec un continuum de fréquences possibles.

La raison pour laquelle I'analyse de Fourier est si importante en physique est que
beaucoup (mais certainement pas toutes) des équations différentielles qui régissent les
systémes physiques sont linéaires, ce qui implique que la somme de deux solutions est
a nouveau une solution. Par conséquent, puisque l'analyse de Fourier nous dit que
toute fonction peut étre écrite en termes de fonctions sinusoidales, nous pouvons
limiter notre attention a ces fonctions lors de la résolution des équations
différentielles. Et puis nous pouvons construire toute autre fonction a partir de ces
fonctions spéciales. Il s'agit d'une stratégie trés utile, car il est invariablement plus

facile de traiter les fonctions sinusoidales que les fonctions générales.
11.2 Série de Fourier

11.2.1 Série trigonomeétrique de Fourier

Le theoreme de Fourier stipule que toute fonction peut étre écrite en termes de

fonctions trigonométriques ou exponentielles.
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Chapitre2 I'analyse de Fourier

Considérons une fonction f (t) qui est périodique sur l'intervalle 0 < x < L. Le
théoréeme de Fourier fonctionne méme si f (t) n'est pas continu, bien qu'une chose
intéressante se produise au niveau des discontinuités. Il existe de nombreuses
conventions différentes, mais elles aboutissent toutes au méme résultat général a la
fin. Si nous supposons une périodicité de 0 <t< L, le théoréme de Fourier déclare que

f (t) peut s'écrire
f(t) = ay + X7 -ola, cos(nwt) + b, sinifnwt)] (2.1)

2
Avec w = ?’T

Ou les coefficients an et bn prennent certaines valeurs que nous calculerons ci-
dessous. Cette expression est la série trigonométrique de Fourier pour la fonction f (t).
Nous pourrions alternativement ne pas séparer le terme a0 et laisser la somme courir
den=0a1,carcos (0) =1 etsin (0) = 0. Mais la convention normale est d'isoler le

terme ao0.

e Calcul des coefficients

1

ap =7 J," f(Ddt (2.2)
a, = ; o> f(Dcos(nwi)dt (2.3)
n =7l +Tf(t)sm(nwt)dt (2.4)

e ifestpaire:

0 = JEfD)at (2.5)
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Chapitre2 I'analyse de Fourier

a, = %fogf(t)cos(nwt)dt (2.6)

b, =0 (2.7)

e Sifstimpaire

T
a, =0, a,=0, b, =7 [Zf(D)sin(nwt)dt (2.8)

e Exemple

Calculer les coefficients du signal périodique f(t) de période T=3 défini par

_(t+1 pour—-1<t<1
f(t)_{ Opour 1<t<?2

(1)
A

AL

$-6-4-2 012468

1
1 1 111, 2
aosz f(t)dtzgj(t+1)dt=§[zt +t]=§
T
1

Page 14



Chapitre2 I'analyse de Fourier

1
f f(t)cositnwt)dt = = j(t + 1)cosifnwt)dt
—1
1

2 (! 2
a, = §f t cos(nwt) dt +§ fcosifénwt)dt
-1
1

1
j tcos(nwt)dt =0
-1

sinffnwt) 451n Tnw)

1
cos(nwt) dt = [
3 3nw

2 (1 4
a, = §f cos(nwt) dt = §f
0

0 n =3K
\/_
— n=3k+1
a, =4 nm
V3
—— n=3k+2
nm

b, = Ef f(®)sinifhwt)dt = z f(t + 1)cosiithwt)dt
n — RN - 3 J [

en suivant les mémes étapes de calcul de a,, on aura

( 2
n = 3K

nm
1 3V3
bn <nn+2(nn)2 " +
1 3V3

V3 n=3k+?2

\nm 2(nm)?
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2 <« 2nm & . (2nm
f) = 3 + Z a,cos (T t) + Z b,sin (T t)
n=

n=1

11.2.2 Forme exponentielle des séries de Fourier

Une fonction périodique arbitraire f(t) de période T peut étre exprimée comme suit :
fO) = Yo Cre™t (2.9)
Avec C, == [ f(Oe ™ dt (2.10)

L’equation ci-dessus est connue comme la représentation exponentielle de la
série de Fourier de f(t). Etant donné que les fonctions de base correspondant a la

forme trigonométrique et exponentielle sont liées par l'identité d'Euler

e Wt = cos(nwt) — jsin(nwt) (2.11)

Si f(t) est un signal périodique de période T, il s’écrit sous la forme

f(t) =a¢+ z [a, cos(nwt) + b, sinhwt)]
n=0

A partir de I’identité d’Euler, on peut tirer les relations suivantes :

cos(nwt) = %(ej”‘”t + eJmwt ) (2.12)

sinffhwt) = le(ef”""t — g Jnwt ) (2.13)
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On aura

a, cos(nwt) + b, sin(nwt) = %(an — jb,)e/™t + % (a, + jb,)e /™t

(2.14)

Donc (t) = ap + X5 5 (@n — jba )™ + ¥y (a, + jby)e 7™t (2.15)

La deuxiéme partie de la sommation peut étre exprimee comme suit
w 1 , i _ 1 . ;
Yoo1; (an +jb e ™ =301 oo (ay +jby)e™ (2.16)
Ce qui conduit a I'expression suivante:
N 1 i Jjnwt N 1 P Jjnwt
F(O) = ap+ ) = (an = jb)e™ + > = (ay +jbo)e 217)
n=1 n=1

On obtient

aop n=
1 .
¢, =4 3@ —Jjby) n>0 (2.18)
%(a_n +jb_,) n<O0

11.2.3 Théoreme de Parseval

L’energie d’un signal périodique f(t) peut étre calculer de ses coefficients de sa forme

exponentiel de la série de Fourier.
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+oo
W= flx(t)lzdt = Z IC, |? (2.19)

Pour les valeurs réelles des signaux

1Cn| = 1C_,, | (2.20)

Ce qui donne la formule simplifiée suivante:

+o0 +o0
W= D 1Gl = 1GoP +2 ) |Gl (221)
n=-o n=1
f@t) =ay+ Z la,, cos(nwt) + b, sinifnwt)] (2.22)
n=0
2m
Avecw = T

1.3 Transformée de Fourier
11.3.1 Définition

Les transformée de fourier sont un outil mathématique qui nous permet d’obtenir

une représentation en fréquentielle (représentation spectrale) des signaux
déterministes, continus et non périodiques. Elle exprime la répartition fréquentielle de
I’amplitude et de la phase des signaux considérés

La transformée de Fourier d'une fonction peut étre dérivée comme un cas particulier
de la série de Fourier lorsque la période, 7 — o

Ces décompositions de fréquence résultantes qui sont appelées la transformée de
Fourier sont utilisées pour exprimer a la fois des signaux continus aperiodiques et
périodiques en termes de combinaisons linéaires de fonctions exponentielles

complexes.
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Chapitre2 I'analyse de Fourier

Considérons le signal apériodique x (t)

x(t) = j +OOX(f)e2f”ft df (2.23)

X(f) = f +Oox(t)e‘zf'”f tdt (2.24)

X(f) estlatransformée de Fourier de (t) , on peut écrire aussi X(f) = TF(x(t))

= e dt = x(f)
= f+oo x(t) cos(2mft) dt — jX(f)
+o0
_ j x(O)sinf@rfr)dt  (2.25)

Ona

X(f) = X (f) + jXim () (2.26)

Ou: X,.(f) est la partie réelle est X,,,, (f) la partie imaginaire de X(f) qui est

généralement complexe
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X, (F) =77 x(t) cos@uft) dt et Xpm (f) = [ x(t) sin(2mft) dt

De la

‘X(f) . sz () + X2, (f)‘ @2.27)

Xim (f)
X ()

ArglX ()] = arctang( ) (2.28)

e Le spectre d’amplitude d’un signal réel est pair

e Le spectre de phase d’un signal réel est impair

La transformation inverse de Fourier est:
+0o )
x(t) =TFHX(f)} = f X(Hetdf  (2.29)
Comme w = 27f on peut écrire

1 [t .
x(t) =TF‘1{X(f)}=E f X(w)e® dw (2.30)
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Exemple 3.1

Calculer la transformée de Fourier du signal rectangulaire f(t)

I f(H= rect(%)

T T
- D -
2 2
Solution :
T T . T
2 . 2 , e Jot 2 11 —jor  jor
TF(w) =f rect(t)e /¢ dt=f 1.e7/ot dt=[ , l =——1J|e 2z —e2 ]
- -z —jw |— jw
2

2

En ecrivant I’exponentiel en fonction de sinus et cosinus nous aurons:

TF(w) = _jiw [—stin (%)] = %Sin (%) = 15inc (%)
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La transformée de fourier du signal f(t) sera représenté sur la figure ci dessous

- rsms: 1‘)

""_"‘m_,.fﬁ\_/ ﬁx__..f"_'"‘h g

% La réciprocité : les propriétés de X (f) sont toutes valables pour
x(t) et réciproquement
X(f) & x(t)
tef

11.3.2 Propriétés

7/

% Linéarité
Soient x; (t) et x, (t) deux fonctions de L? , « et B de C, on démontre que

TF[ox,(t)+Bx,(t)|=aTF[x,(2)]+BTF [x,(t)]=0 X, ( f)+B X, (f)
(2.31)

% Changement d'échelle

TF[x(at)] = %X (i) (2.32)

a
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«» Transformée de la dérivée

dx(t) d"x(t) . .
T—JZHfX(f) et — o = @2rf)"X(f)  (2.33)
+ Retard temporel
TF[x(t — ty] = e 2™ X (f) (2.34)

La sera modifie mais le module ne change pas, on appliquant la réciprocité
TFUX(f — f;] = e U™ /otx(t) (2.35)

et

TF 1 [eP™hix(t)] = X(f — fo) (2.36)

Le théoreme de Parseval nous donne la possibilité de faire le lien entre I'énergie d'un

signal dans le domaine temporel et I'énergie en fonction de la fréquence.

Puisque la fréquence et le temps sont deux domaines qui permettent de d’écrire
completement un signal, il faut que I'énergie totale soit la méme dans les deux

domaines.

+oo

+o0
f x2(6)dt = f X(PRdf  (237)

—Q0
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Chapitre2 I'analyse de Fourier

Tables des signaux usuelles et leurs transformées de Fourier

Le signal : S(I‘) Transformeée de Fourier du signal :S(f)

Constante A Vi

5(t)

Peigne de Dirac Y6 (t—nT)

5(t—7)

Echelon unité U(f) N
jnf

Arsine( fr)

AT sine® (fT)

6(f+1y)
(1)
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Exercices
= Exercice0l
Déterminer les séries de Fourier du signal
fl®) =2t+1 —n<t<m et T=2m

o Solution

a, =% ff(t)cos(nt)dt

et

b, =% jf(t)sin(nt)dt

On détermine maintenant les coefficients de Fourier
T
1
Iy = — f(Zt + 1)cos(nt)dt
—TT

=1[(2t+1)

. 4 1 ("2
- smafént)]_n - j_ngsm(nt) dt (t+0)

12
a, =0+ ;ﬁ[cos(nt)]’_',, =0
T
1
@ =— f(Zt + 1)dt
-

1
=;[t2+t]’1,,=2

/3
1
b, = - j(Zt + 1)sin(nt)dt
-1
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[(Zt : 1) cos(nt)] 1 f Z%COS(nt) dt

T

_1 [_ (2r+1) N (—2m + 1)] 1y
n

4 n
by = —=(-1)

Les séries de Fourier s’écrire

o _1)n
£ = 2—42(
n=1

sinifnt)

= Ex02
Trouver la série de Fourier de la fonction
fO)=t>*+t —m<t<m
f® = f(t+2m)
o Solution

Nous pourrions aller de I'avant et trouver la série de Fourier de la maniere habituelle.
Cependant, il est beaucoup plus facile d'utiliser le formulaire complexe mais de

maniére sur mesure comme suit. Etant donné

=% ff(t)cos(nt)dt

et

=% jf(t)sin(nt)dt
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On définit
1(" .
C, = —f f®)e™dt =a, + jb,
n —T

Alors

1 (" .
C, = —f (t? + t)e/M dt
n —T
(par utilisation de I’intégral par parties)

C zl[t2+t ejnt]n _lfn' 2t+1) ej”t dt

n . .
-1
nl jn - T jn

2
llt +tejnt _@t+1) int

/A
—|— —5 € +.—3€jntl
7| n ) e

1[n2+7 nw?l-7m 2n+1 —-2m+1
= - + S A
n

jn jn n2

= 1 ()

n?  jn
On aura alors

a,= (D" (5)  ba=(D"(3)

Jn

1 (" 2
a0=;f (t2+t)dt=§ﬂ.'2
-
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Ceux-ci peuvent étre vérifies par calcul direct. La série de Fourier est donc, en
supposant la convergence du membre de droite,

f@) = gnz + i(_l)n (4C05nt B 25innt>
n=1

n2 n
= Ex03

Déterminer la transformée de Fourier du signal f(t) défini comme suit :

T+t —-T<t<O0
fO=4T—-t 0<t<T
0 sinon

o Solution

=T

0 T
F(w) = f (T +t)e ™t dt + f (T —t)e ™t dt
0

T
=2 J (T — t)cositwt)dt
0

2 sinigwt)]” 2
—olr-o==

T
— | sinifwt)dt
WJ;) sinitwt)

_ 2[ cosi?@wt)]T
N w w 0

_2(1 — cos(wT))
= —
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= Ex04

Sif(t) = e~t? trouver sa transformation de Fourier

o Solution

On écrire

D’ou

F(w) =f et eIt 4t
™’ dt

F(w) = jw e_(t_%jw) e_1

F(w) = fw e (7)) gp = v

Donc la transformée de Fourier du signal sera

F(w) = e i

I'analyse de Fourier
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Chapitre 111 la transformée de Laplace

I11. Transformation de Laplace
I11.1 Introduction

La transformée de Laplace est un outil mathématique tres utile, il sert a résoudre des
problémes divers d’engineering, son importance ne mangue a celle de la transformée de
Fourier. Cette transformation permet d'associer, a toute fonction f(t), une fonction F(p) d'une
variable complexe P. Elle permet de remplacer les opérations analytiques de dérivation et
d'intégration par des opérations algébriques. Cette propriété facilite la résolution des

équations différentielles[1] [7].

111.2 Définition

Soit f(t) une fonction a valeur réelle ou complexe de la variable réelle t définie de [ 0 ,o [ et

soit p = a + j3, une variable complexe; I’expression :

+o0

LfI=F®) =] f(t)ePde (.1

0

Est la transformée de Laplace de fonction f(t), La variable p est appelé fréquence complexe
et des fois elle est notée s

La transformée de Laplace permet le passage du probleme du temps au domaine de la
fréquence. Lorsqu’on obtient la réponse voulue dans le domaine de la fréquence, on
transforme le probléme a nouveau dans le domaine du temps, & I’aide de la transformee
inverse de Laplace. Dans le domaine de Laplace, les dérivées et intégrales se combinent a

I’aide de simples opérations algébriques ; pas besoin d’équations différentielles[8].

111.3. Propriétés de la Transformeée de Laplace

e Linéarité
Soient f(t) et g(t) deux fonctions deux signaux et a et b sont deux constants, on a :
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Fip) =LIf(®)] et G(p)=Llg(®)] (3.2)
Llaf(t) + bg(t)] = aF(p) + bG(p)

Pour le démontrer on a :

E e

f+oo[af(t) + bg(t)] dt = aj e P f(t)dt+ b f+ooe‘?’tg(t)dt (3.3)
0 0

0

e Transformée de la dérivée

La derivée premiére est obtenue par :

LIf (©)] = pF(p) - £(0) (34)
La transformée de la dérivée seconde :
LIf" (] = p*F(p) — pf(0) — £ (0) (3.5)
La dérivée d’ordre n est :
LIF (O] = p"F®) —p" 1 f(0) = p"2f'(0) .= f®7D(0)  (3.6)

Si on considére les valeurs initiales toutes nulles, on :

LIf"(®)] = p"F(p) (3.7)

Tableau des signaux usuels et leurs transformées de Laplace

Pour utiliser la transformée de Laplace, on ne recalcule pas les fonctions, on utilise le
tableau récapitulatif suivant. L'utilisation de la fonction échelon permet de travailler

dans R" et ainsi de pouvoir utiliser la transformée de Laplace[5].
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x() Xip)
Impulsion de Dirac &(1) I
4
Echelon A uft) =
P
i
atult) —
P
. ult) 20 L
e .ult) avec a e
. |
te .ult) avec a2l ;
| p+al
i
sinlwt) ult) —
o’
)
coslwi) uli) —"r—
P’
o
e .sinlwt) ult) avec a2l a2 2
| p+a)+w
a pra
e cos{wt).ult) avec azl S 3
(p+a)+w

Tableau. 111.1 récapitulatif des transformées de fonctions usuelles

e Théoreme de la valeur initiale

On peut déterminer la valeur de la fonction f(t) a I’origine si on connait la limite a

I’infini de sa transformée de Laplace.
lim pF(p) = £(0%)

Exemple :

2p+3

Soit F(p) =

; détermner f(t)

F()—A+ B
p _p p+2

(3.8)
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A+B =2
[A—3 B—1
27 2
3 1
2 2
Flp) =4%+—=—
(p) i
3 1
f(t)=[—+—e_2t] f(or)y=2
2 2
En utilisant le théoréeme de la valeur initiale
2p +3
F =
pF(p) —

lim pF(p) =2 = £(0%)

e Théoreme de la valeur finale
On peut déterminer la valeur de la fonction f(t) a I’infini si on connait la limite pour p tend

vers 0 de sa transformée de Laplace[1].

;iggl) pF(p) = lim f(t) (3.9)

Exemple

2p +3
p(p? + 2p + 2)

F(p) =

On verifie que
_3__-t3 :
f(t) = [2 e”" (Gcost + Slnt)]

s _3
D’ou tl_l)I_i‘_noof(t) =
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2p +3

Fp)=——
PF(p) pZ +2p + 2

Ona:
lim pF(p) = >
lim p ®) =35
e L’intégration d’une fonction
Soit y(t) = [ f(x)dx
y(®) =f(@®) et y(0)=0

F(p) = Liy(®)") = pLy(t) — y(0)

On aura:

‘ _F(p)

e Changement d’échelle :
Soit

y(t) = f(at)

+oo

Y(p) = f(at)e Ptdt (3.11)
0

On effectue un changement de variable

x =at dx = adt
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+o0

Yo == | fee adx

0

1
LIf(at)] ==F () (3.12)
e Fonction en retard
En utilisant le changement de variable on aura

Lif(t—a)] = e F(p) (3.13)

111.4. Transformée inverse de Laplace :

L’utilisation de la transformation de Laplace permet le passage d’un probleme portant sur le
domaine temps & un probléeme portant sur le domaine de la variable complexe p, apres avoir
obtenu la solution du probleme. Il est nécessaire d’inverser cette transformation pour obtenir
la solution ayant pour domaine de temps.

Dans cette étape on a besoin de la transformée inverse de Laplace pour réaliser ce retour au

domaine temporel.

Soit F(p) la transformée de Laplace de la fonctionf (t).
L7Y[F(p)] = f(t) estla transformée inverse de Laplace de F(p)

111.4.1.Décomposition en fractions partielles

La méthode des fractions partielles est une technique de décomposition de fonctions
comme Y (s) ci-dessus afin que la transformée inverse puisse étre déterminée de maniére

simple. Il est applicable aux fonctions du formulaire
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N
Y(p) = % (3.14)

Ou N(p) et D (p) sont des polynémes et le degré de N est inférieure a la mesure de D. Pour
simplifier, nous supposons que N et D ont des coefficients réels. Nous considérons les cas

suivants:

- D (p) est un quadratique avec 2 racines réelles
- D (p) est un quadratique a double racine
- D (p) est un quadratique a racines conjuguées complexes

- D (p) est de degré 3 et a 1 racine réelle et 2 racines conjuguées complexes

a) D (p) est un quadratique avec 2 vraies racines

Exemple

2p —8

Y(p) =
®) =5+

-8 _ A B
p2—5p+6 p—2 p-—3

Y(p) =

Vo) — 4 2
P =2 p-3

Maintenant, nous pouvons inverser Y ()
y(t) = LY (p)] = Ae?" + Be™
Si le dénominateur a n racines distinctes:
D(p) = —a)®—az)...(p — a)

Alors la décomposition a la forme
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N A A A
_ (P)z 1 2 4.y Dn
D(p) p—a; p—a p—ay

Y(p)

ou Ay, Ay, ..., A,sont des nombres inconnus. La transformee inverse est
y() =LY (p)] = Aje® + Aye®2t + -+ A et
b) D (p) est un quadratique a double racine

Exemple:

p+1

Y(p) = wT2?

Le dénominateur a une racine double -2. La décomposition appropriée dans ce cas est

p+1 A B

Y(p)z('p+2)2='p+2+(p+2)2

A=1letB=-2

y(t) = L' [Y(p)] = Ae™*" + Bte™

c) D (p) est un quadratique et a des racines conjuguées complexes

Les racines du dénominateur sont -2 +/- i. Nous pouvons compléter le
carré du dénominateur. On a

p>+4p+5=p*+4p+4+1=(p+2)°+1

Nous avons

3p+9

Y =Tt

3p+9  A(p+2)+B
p+2)24+1 (p+2)2+1

3p+9 p+2 3 1
p+2)2+1 " (p+2)2+1 (p+2)2+1
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La transformée inverse est
y(t) = LYY (p)] = Ae ?tcost + Be ?tsint
Nous pouvons déterminer A et B en égalant les numérateurs dans I'expression

3p+9  A(p+2)+B _Ap+24+B
(p+2)2+1 (@P+2)?2+1 (p+2)2+1

A=3etB=3
d) D (p) est de degré 3 et a 1 racine réelle et 2 racines conjuguées complexes
Exemple :

p*+9p +3

Vo) = oDt 4+ 5)

Les racines du dénominateur sont 1 et -2 +/- i. Dans ce cas, nous recherchons une
décomposition de la forme:

p>+9p+3 A N Bp —C
(p—-1D@2+4p+5) p—-1 p2+4p+5

Ou A, B et C sont des inconnues. La transformée inverse de A / (s-1) est Aet. Une fois B et
C déterminés, le deuxieme terme peut étre manipulé comme dans I'exemple précédent.
111.4.2 Résolution des équations différentielles

La résolution des équations différentielle est basée sur I’utilisation la propriété de la
transformée de Laplace de la dérivée et I’utilisation des propriétés de la transformée de
Laplace inverse.

Exemple:
Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) y'(t)—2y(t)+4y(t) =0 avecles conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = 2
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b) y'(t)+y(t) =t avecles conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = —1
Solution
a) y -2y ®)+4y@®) =0
p*Y (p) — py(0) — y'(0) — 2pY (p) + 2y(0) + 4Y (p) = 0

p P P-1+1 P-1 V3 V3

Y = = = = 4+
(p) p2—2p+4 (@-12+3 (@-12+3 (@-12+3 3 (p—1D2+3

En utilisant la table de la transformée de Laplace
t ‘/§ toq
On aura y(t) = etcosV/3t + e sin\/3t

b) y'@®)+y@®) =t

, 1
p*Y(p) —py(0) —y (0) + Y (p) = 7

p?(p*+1) p p? p*+1

d (@ —-p*+1)
Tdp  p2+1 =0

p P 0

@ -p*+1D|

5 =

pc+1 p=0
.1, Cp+D _ p3-pi+1
Ona: 22 T ot = gty
D 1

1
C=letD=-2 >Y(p)=— —2
¢ SYP) = et T T 2

y(t) =t + cost — 2sint
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Chapitre IV Le produit de convolution

V1. La convolution
1VV.1 Introduction

Un systéeme est toujours décrit par la relation entrée/sortie évoluant dans le domaine
temporel ou fréquentiel.

Une des méthodes d’analyse dans le domaine temporel permettant de relier tout signal de
sortie (réponse du systeme) a un signal d’entrée (signal d’excitation du systeme) est basee sur

la notion de Convolution des signaux[6].

IV .1. Convolution des Signaux

La convolution de deux fonctions (signaux) est un concept physique tres important
dans plusieurs domaines de la recherche scientifique. L’intégrale ou produit de convolution,

notée * [9], est définie par :

y(®) = [*7 x(2). h(t — ©)dt = x(£) * h(t) = [* h(2). x(t — T)dT = h(t) * x(t)
(4.1)

IV .2.2. Propriétés de la Convolution

Le passage d’un signal a travers d’un systéeme linéaire invariant est équivalent a une
opération de convolution entre ce signal et la réponse impulsionnelle du systéeme. Cette

convolution possede les propriétés principales suivantes :

=  Commutativité :
x(t)xh(t)=h(t)*x(t) (4.2)
= Associativité :

[x1(t)xh(t)]*x2(t)=x1(t)+[h(t)*x2(t) (4.3)
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Distributivité : par rapport a I’addition
x()+[ h(t)+ k()]=x(t)+h(t)+ x(t)+k(t)  (4.4)

= Elément neutre de la convolution

L’élément neutre de I’opération de convolution est le signal impulsion ou pic de Dirac

x(t) «6(t) = 6(t) *x(t) = x(t) (4.5)

= SiI’un des signaux est causal (=0 pour t<0) alors I’expression de la convolution est

y(t) = J:wx(r).h(t —1)dt (4.6)
= Changement d’échelle
si x(t)xh(t)=y(t) alors x(at)*h(at)zli—ly(at)
= Differentiation de la sortie
si (O=x(t)+h(t) alors 2B == p(e)

dy(t) _ dh(t) " X(t)

Ou bien
dt dt

IV .2.3.Méthode graphique pour le produit de convolution
Soient de signaux continus X(t) et h(t)
Etapes de la convolution graphique

1- tracer le signal x (1) en changeant la variable indépendante de t a T et gardez le signal

x (1) fixe pendant la convolution.
2- tracer la réponse impulsionnelle h (1) en changeant la variable indépendante de t a t.

3- Réfléchissons h (1) autour de 1'axe vertical pour obtenir la réponse impulsionnelle

inversée dans le temps h (—1).
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4-  Décaler la fonction d'impulsion inversée dans le temps h (—t) d'une valeur

sélectionnée de «t». La fonction résultante représente h (t - 7).
5- Multipliez la fonction x (1) par h (t - 1) et tracez la fonction produit x (t) h (t - 7).

6- Calculer l'aire totale sous la fonction produit x (t) h (t - t) en l'intégrant sur T = [—oo,

o©].

7- Répétez les étapes 4—6 pour différentes valeurs de t pour obtenir y (t) pour tout le

temps, —oo <t <co.
Exemple

Le signal d'entrée x (t) = e ~‘est appliqué a un systéme linéaire invariant dont la réponse
impulsionnelle est donnée par

(-t 0<t<1
h(t) = { 0 autrement

Calculez la sortie du systeme ?

Afin de calculer la sortie du systeme, nous devons calculer I'intégrale de convolution pour les
deux fonctions x (t) et h (t). Les fonctions x (1), h (1) et h (—7) sont tracées en fonction de la
variable T dans les trois sous-tracés supeérieurs de la figure 4-1 (a) - (c). La fonction h (t - 1)
est obtenue en décalant la fonction réfléchie dans le temps h (—1) de t. Selon la valeur de t,

trois cas particuliers peuvent se présenter.

(1) h(t)
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(1+1)

(©

Cas1l: Pourt<0, nousvoyons sur lafigure 4.2 (e) que les parties non nulles de h (t - ) et

X (1) ne se chevauchent pas. En d'autres termes, la sortie y (t) = 0 pour t <O0.

Cas2: Pour 0<t<I, nous voyons sur la figure 4.2 (f) que les parties non nulles de h (t - 1)

et x (1) se chevauchent sur la durée t = [0, t]. Donc,

t t t
eT"1—-t+1ndr=(01- t)f e 'dt+ f Te 'dt
-1 0 0

y(t) = fotx(r).h(t—r)df =ft

=(1-t)(1—-eH+1—-et—tet
Pour 0 <t <1, la sortie y (t) est donnée par

yt)=1-t—-et+te )+ (1—-et-tet)=(2-t—2e™?).
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| (1), h(i-1) () 1)
cas 1:1<0 cas2: 0<t<]

1 / P

© ()

Cas 3: Pour t> 1, nous voyons sur la figure5.1 (g) que la partie non nulle de h (t - 1)
chevauche complétement x (1) sur la région T = [t - 1, t]. La limite inférieure de la région de
chevauchement dans le cas 3 est différent de la limite inférieure de la région de
chevauchement dans le cas 2; par conséquent, le cas 3 donne une intégrale de convolution

différente et est considéré séparément du cas 2.

La sortie y (t) pour le cas 3 est donnée par

x(1), ht-1
cas 3: 1> 1 (@) =)
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t t

x(1).h(t —1)dTt = j

t
e"1—-t+0dr=(1- t)f e'drt
t—1 t—1

y(©) = fo

t
+ f tedr=(1—t)(e D —e ) 4 te D) — et — et
t-1

Pour t> 1, la sortie y (t) est donnée par
y(t) = e=t"D —2¢7t

En combinant les trois cas ci-dessus, nous obtenons

2—t—2et 0<t<1

{ 0 t<O0
e~ (=1 _ et t>1

qui est tracé sur la figure 5.2.

ob————————————————————
0.3}
0.2}
0.1

—

6 7 8 9

I

o

I
[e—
=
[
o
=N
=
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V. Corrélation des signaux

V.1. Définition

En traitement de signal, il est souvent nécessaire de comparer deux signaux. Ceci peut se
faire de plusieurs maniéres. Une méthode possible, dont on fait grand usage, et de declarer

I’un des signaux par rapport a I’autre, et de mesurer leur similitude en fonction du décalage.

a) Fonction d’inter-corrélation

Remplacée parfois par corrélation mutuelle ou corrélation croisée (en anglais : Cross

corrélation) consiste a comparer deux fonctions différentes X(t) et Y (t) dont I’une est
décalée d’une certaine valeurr.

—+o00

R,y (1) =< x".y, >= J x*(t).y(t+ v)dt (5.1)

—0000

x*(t) le conjugué de x(t)

Si nous avons deux signaux réels le produit sera

R,,(7) = f x(t).y(t+ 7)dt (5.2)

—0000

b) Fonction d’auto-corrélation

Elle consiste a comparer une fonction x(t) avec elle-méme, durant un intervalle de temps,
dont I’une est décalée d’une certaine valeur t .
+o00

R,(1) =<x".x;>= j x*(t).x(t + v)dt (5.3)

—0000
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c) Relation entre énergie et fonction d’autocréation :

La valeur a I’origine d’une fonction d’auto-corrélation représente I’énergie du signal :

+o00

+oo
E, = Jlx(t)lzdt= j x*(t).x(t)dt = R, (0)  (5.4)

—00
d) Fonction d’inter-corrélation dans le cas des signaux a puissance moyenne finie :

T

2
Ry (1) = Tl%% fx*(t).y(t + 7)dt (5.5)
T

e) Fonction d’auto-corrélation dans le cas des signaux a puissance moyenne finie :

T

)
R, (7) = Th_l)rgo% jx*(t).x(t + 7)dt (5.6)
T

T
2z
im% jx*(t).x(t)dt = R, (0) (5.7)

V.2. Propriétés de la corrélation

a) La symétrie :
Si les signaux sont complexes

Ryy (1) = R}y (—1) (58)
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Dans le cas ou les signaux sont réels

ny (T) = Ryx (_T) (59)

Remarque : pour une fonction d’autocorrélation, on peut dire que pour un signal réel

R, (1) = R, (-17)

Cela veut dire que la fonction d’autocorrélation R, () est une fonction réelle paire.

b) La périodicité :
Si un signal x (t) est périodique d’une période T alors R, () est aussi périodique de la méme
période.

x(t) =x(t+ kT) > R, (t) = R, (t + kT) (5.10)
c) Additivité :
z(t) = x(t) + y(&) - R,(7) (5.11)
R,(t) = R, (1) + R, (T) + Ry, (T) + R (T) (5.12)

Cas particulier :
Six (t)ety (t) sont indépendants (il n’y’a aucune ressemblance entre les deux)

= Ry () =Ry, (1) =0 (5.13)

= R,(t) = R, (t) + R, (1) (5.14)
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ChapitreVI Echantillonnage et Signaux discrets

V1. Echantillonnage et systémes discrets
VI1.1. Introduction

Comme il a été déja mentionné dans le premier chapitre que les signaux sont des grandeur
physique, il sont par nature analogique (tension, intensité de courant, vitesse....), de I’autre

coté les machines de traitement d’information tel les ordinateurs travaillent en numérique.

Dela il est nécessaire que le traitement du signal par un outils numérique nécessitera le
prélevement de I’information sous forme ponctuelle, une telle opération est appelée

échantillonnage[10].

L’opération d’échantillonnage consiste a représenter un signal analogique continu s(t) par
un ensemble de valeurs s(nT.) avec n un entier situés a des instants discrets T, constantes
appelées période d’échantillonnage. Ces des échantillons a intervalles de temps réguliers,
sont le résultat de la discrétisation de I'axe des abscisses. On peut dire donc que L’opération

d’échantillonnage consiste a découper le signal analogique en petites tranches temporelles.

e |l est a noter que plus I’échantillonnage le traitement numérique du signal doit passer

par la quantification et le codage.
V1.2. Systéeme échantillonné

Un systéme échantillonné est un systeme a évolution continue pour lequel la prise et la
transmission d’information s’effectuent a des instants discrets (T.) du temps appelés «
période d’échantillonnage ou pas d’échantillonnage ». Le systéme qui réalise cette fonction

est un échantillonneur ; tout systeme numérique dispose d’un échantillonneur[12].

Echantillonneur

r () / )

Signal continu signal échantillonné
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§t) Irm:t:l ¢

R

Fig.6.1 échantillonnage d’un signal continu

. J
. )

VI11.3. Echantillonnage réel

D’une maniere pratique, on ne peut pas obtenir des impulsions de durée quasiment
nulle. La modélisation de I’échantillonnage par un peigne de Dirac est donc erronée
(échantillonnage idéal). En fait, chaque impulsion va avoir une durée trés courte t (largeur de
I’impulsion). L’échantillonnage réel d’un signal s(t) est doc obtenu en multipliant s(t) par
une fonction d’échantillonnage e(t).[10]

Ser (t) = s(t)e(t) (6.1)
+00 +oo
avec e(t) = Z rect [t —TnTe] = z e, (t) (6.2)
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ChapitreVI
Ser(tﬂ T y
e A I
I:}, -.__\l‘IIII 1
7 »{ >
2T, AT + Te 2T, -1/2 T2

Fig.6.2 échantillonnage réel

V1.3.1 La transformée de Fourier

Ona Ser (f) = Flser (1] et (6.3)
Ser (1) = s(De(t)

dol S, () = S(F) * E(f) (6.4)
Apreés calcul
ron
Se(P)=tfe ) sinc(f)SF—nf)  (65)
fer (6.6)

Le spectre de fréquence de s,, (t) est la répétition du spectre de s(t) a la périodef,, modulé

en amplitude pour chaque réplique par un facteur ne dépendant que de n et non de f, il n’ ya

donc pas de distorsion de la forme du spectre.
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V1.4. Echantillonnage idéalisé

Le processus d’un échantillonnage idéal revient a multiplier le signal analogique s(t) par
une série d’impulsion unité: le signal obtenu est alors constitué d’une succession
d’impulsion, dont la hauteur est modulée par I’amplitude du signal échantillonné. Ce signal
obtenu n’est qu’une suite d’impulsion de Dirac qui représente I’ouverture et la fermeture
d’interrupteur [10].

s(t) = Y, 6(t —nT,)S(t) : fonction d’échantillonnage.

A se(t) o S(n Te)

nle

Fig.6.3 échantillonnage idéal

5, (£) = s(t)@z 5(t —nT,) = Z s(nT,)8(t —nT,) (6.7)

n

Echantillonnage idéal est caractérisé par une suite d’impulsions de Dirac périodique (
T, échantillonnage régulier) dont I’air de chaque impulsion est égal a I’amplitude du signal
analogique s(t) a I’instant d’échantillonnage.

V1.4.1. La transformée de Fourier

Se(f) = Flse(t)] (6.8)
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+o0
S(H=f ) SF-nf) (69)
n=—oo
Le spectre de fréquence de s(t) est répétition du spectre de x(t), a la période f, , modulé en

amplitude par le facteur constant f,
V1.5. Théoreme de Shannon

Le théoreme d'échantillonnage extrémement utile, également connu sous le nom de
théoréme de Nyquist, ou théoreme de Shannon, donne une condition suffisante pour

récupérer un signal en temps continu a partir de ses échantillons s(nT)[11].

VI1.5.1 Théoréme d'échantillonnage :

Soit s(t) un signal a bande limitée dans un intervalle [—f,.x» +/fmax ] PEUL etre reconstruit
exactement a partir de ses échantillons si f, = 2f,,.x

fe

La fréquence limite ~ est appelée fréquence de Nyquist

V1.5.2 Exemples d’échantillonneurs
Le signal échantillonneé réel est constitué d’impulsions distantes de T, et de largeur tau
I’amplitude des ces impulsions sera fonction du procédé d’échantillonnage utilisé :

a) Echantillonneur Bloqueur ou Régulier

L’amplitude d’un échantillon de x(t) pendant une durée t est égale a x(nT,)
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A
i el o ()
o 4 T—' "h.‘/
Y
Te LTe 4T Uk e .,—{:

Fig.6.4 échantillonneur bloqueur
x (8) = [x(®). Wy, ()] * rect, (¢) (6.10)

b) Echantillonneur Moyenneur

Consiste a utiliser des impulsions de largeur finies t et ensuite considérer la valeur moyenne

de x(t) pendant la durée T de I’'impulsion.[5]

T
T

Fig.6.5 échantillonneur moyenneur
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x.(t) = %[x(t) * rect, (t)]. Wy, (t) (6.11)

Les échantillonneurs moyenneur et bloqueur sont trés proche de I’échantillonnage idéal,
parce que la durée de I’impulsion d’échantillonnage est tres petite relativement a la période

du signal a échantillonné.

V1.6. La transformée en Z

V1.6.1. Introduction :

La transformé en Z est utilisée pour simplifier les opérations des équations de différence.
Elle est utilisée comme un outil dans I’analyse et la conception des systemes échantillonnés
discrets, elle permet de simplifier la solution d’un probléme de systéme discret par la
conversion des équations de différence d’un systéme en équation algébriques et la
convolution en une multiplication.

Considérons le signal analogique x(t), nul pour t < 0, et le signal discret issu des(t) par
échantillonnage a la périodeT,, s(kT,).

Fig.6.6 signal échantillonné s(t)
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La transformée de Laplace ne peut s’appliquer ux signaux discrets, chaque signal
élémentaire étant de durée nulle.

LIs(O)] = [ s(t)e P dt (6.12)

La transformée en z est un outil mathématique destiné a remplir le méme travail que la

transformée de Laplace, pour les signaux discrets
V1.6.2 Définition

soit I’échantillonnage s, (t) de s(t) a la période T, , par des impulsions de durée t trés

faible ; nous pourrons considérer s, (t) comme constant sur la durée des impulsions

+00

50 = ) 5i(®) (6.13)

k=0

Fig.6.7 échantillonnage d’un signal continu a une période T,

La transformée en Z du signal s(t) échantillonné a la periode T, est donnee par

+00

Z[s(kT)] = S(z) = Z s(kT,)z7* avecz = ePTe  (6.14)
k=0
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% Conditions d’existence
Le signal s(kT,) a une transformée en Z s’il existe z tel que la série complexe S(z) soit

convergente ; ce sera le cas pour les signaux réellement rencontrés.
V1.6.3 Transformées en Z des signaux particuliers
++ Echantillon unité d(k)
d(0) =1 pourn>0dou Z[d(k)] =d(0)z° =1
Z[d(k)] =1
% Echelon unité U(k)

ZIUR)) =14z +z2+ -+ 27k .

Est une série géométrique de raison z=1 ; d’ou :

1
20 = ——— =

z—-1
% Signal rectangulaire rect (k)

Zlrect; (k)] = 1+ 271 + 272 + oo 4 270D

1-—2z7k

1-2z1

Z[recty (k)] =

< Signal exponentiel a*TeU (k) (a € C)

(lTe

Z[a¥TeU ()] = Ti% (T)k

La transformée existe pour|z| > |a’¢|. On a alors
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Z[a*TeU (k)] =

1

z

Z[e ey (k)| =

1—aTez—1

z—aTe

1

oaTe, 1 = , o-at, QVECQAE Cc

(échan];i(fl)onnée) F(2) Intevalle de convergence
ult) . 12| > 1
z-1
Sk 77k 1z| >1
t T2 [z] >1
(z-1)
2
2 T?2(z +31) 2] >1
(z-1)
at z at
€ |z| > ¢
7 _gaT
z*sin(AT)
sin(Bt) 2% —2z*cos(AT ) +1 2] > 1
z*[z— cos(4T)]
cos(Bt) z2° —2z*cos(fT ) +1 2] > 1

Tableau VI.1 la transformée en Z de quelques signaux

V1.6.4 Proprietés de la transformée en Z

La transformée en Z a des propriétés analogues a ceux de la transformée de Laplace. Le

tableau ci-dessous évoque certaines propriétés les plus utilisées.
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z[n]= %f}i[z:lz“_ldz

o TEJC
Hiz)= Zx[n]z:f'
H=—0 ou c est un
contour fermé qui
inclu z=0
Signal Transform en Z
K[I]] had Hz)
Ssuperpo ax[n]+byln] <=  aX{z)+b¥(e)
sition
Translati X[I‘l—ﬂa] = z_nf'}iliz)
on
tempore
lle
g% x| < K(E_m“zjl
gala]  © KH
Za
a™x[n | < K(a_lz)
Inversio g[—n] = j{(z_l:l
n du
temps
Convolut g[n]*y[n] (convol E{I:z:lY[z:l
ion du ution)
temps
Multiplic  p z[n ] N _dx[z)
ation par £ dz
n
n 1
Somme Zx[k] < _ H(z)

Tableau VI.2 quelques propiétés de la transformée en Z
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0 Théoréme de la valeur initiale
]l(irr(l) x(k) =lim X(2)
- Z—00

o Théoréme de la valeur finale
]}im x(k) = lirr}(z -1 X(2)
—00 Z—

V1.6.4 transformeée en Z inverse
Nous admettons son existence ainsi que son unicite.

e Dans les cas simples, il suffit d’utiliser la table des transformées en Z
Exemple :
X(z) =3zt + 5273 4+ 2z*

x[n] ={0,3,0,5,2 }

e Ladivision : c’est la division suivant les puissances de z dans I’ordre croissant
e La décomposition en fractions rationnelles : comme I’on a déja vu dans le cour de la
transformée de Laplace inverse, cette méthode consiste & décomposer X(z) en fraction

élémentaires puis on cherche leur transformeée inverse en Z dans la table

Exemple :
Soit
z+1
X(2) =
@)= 0327002
Divisons par z
X(z) z+1

z  z(z%+ 0.3z + 0.02)

X(@z) A B C

Z Z+Z+0.1+Z+O.2
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X
=z (2) =50
Z lz=0
X(z
B=(z+ O.1)Q =-90
z z=-—0.1
_ X(@) _
A=(z+0.2) =40
Z lz=-0.2

] __ 50z 90z 40z
Onauradonc: X(z) = — — — =+ ——

On se referons a la table

x(n) = {505 () ~ 98(—?5); - 40(-02)"

A saoir que x(0)=50-90+40=0
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ANNEXE

Quelques Relations mathématiques Utiles

Jx —Jx
e’ +e
Cosly)=————
(x) 5
Jx —Jx
. e —ée
sm(x) = .
<]

cos(x + v) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin( v)

sin(x  y) =sin(x) cos(y)  cos(x)sin(y)

cos(2x) = cos” (x) —sin? (x)

sin(2x) = 2sin(x) cos(x)

2co0s’(x) = 1+ cos(2x)

2sin? (x) =1 - cos(2x)

cos” (x) +sin’(x) =1

2cos(x) cos(y) = cos(x — v) + cos(x + v)

2sin(x) sin(y) = cos(x — y) — cos(x + v)

2sin(x) cos(y) = sin(x — y) + sin(x + y)




ANNEXE

fcos(x)dx sin(x)
[sin(x)dx ~ cos(x)
Jxcos(x)dx cos(x) + xsin(x)
[xsin(x)dx sin(x) — x cos(x)

J-x * cos(x)dx

2x cos(x) + (x° — 2)sin(x)

J-J; * sin(x)dx

2xsin(x) — (x* — 2) cos(x)

J-emdx ﬂ
a
‘erzma’x w|x 1 }
E-'-I - 3
La a
J-x “e™ dx o X2 2x 2 ]
e | ———-—
a4 a a
dx
}'m s —Inlr + /i
‘Fwd—l LT _I(E}
a” + fFox” aff x
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