Chapitre 1

Geénéralités sur les systemes asservis

1. Introduction

L’automatique est une discipline scientifique qui vise a attribuer des propriétés
souhaitées, a un dispositif donné, sans I’intervention de 1’étre humain. Pour ce fait, cette
discipline passe par trois phases : une phase de modelisation (consiste a attribuer un modele
au comportement de ce dispositif), une phase d’analyse (permet de mieux comprendre ce
comportement) et enfin une phase de commande (agir sur ce dispositif afin d’améliorer ses
propriétés.

L’objet d’application de I’automatique est appelé systeme. Ce dernier doit étre un objet

qui bouge, qui se transforme ou qui fonctionne.

2. Notion de systéeme asservi

Un systéme peut étre défini comme un ensemble d’éléments exercant collectivement une
fonction déterminée. Il est caractérisé par ses grandeurs d’entrée et de sortie.

Un systéme est dit asservi lorsqu’une grandeur de sortie suit la grandeur d’entrée
(consigne) quelque soient les effets perturbateurs extérieurs.

» Lorsque la consigne d’un systéme asservi est indépendante du temps, on parle de

régulation.
» Lorsque la consigne d’un systéme asservi dépend du temps, on parle d’asservissement

(poursuite).

Le systéeme asservi le plus simple correspond au schéma de la figure 1.1. On distingue le
processus, un actionneur qui est 1’organe fournissant la puissance a partir du signal de
commande élaboré par le correcteur, et un comparateur qui compare la valeur de la variable
de sortie du processus mesurée par un capteur a la valeur de la consigne.

Cette structure fait intervenir deux chaines, une chaine d’action et une chaine de retour.
Ce type de systeme est appelé aussi systeme bouclé ou systeme en boucle fermée (BF). Dans
le cas contraire, il a aucune rétroaction de la sortie du systéme sur son entrée, On parle de
systeme non bouclé ou systeme en boucle ouverte (BO). La boucle fermée est capable de :

» Stabiliser un systéeme instable en BO ;

» Compenser les perturbations externes ;



» Compenser les incertitudes internes au processus lui-méme.

La figure suivante présente le schéma fonctionnel d’un systéme asservi.

Régulateur Loi de commande Perturbations
Erreur S M PR S ISR
] i Chaine d’action i Sortie
Consigne  ;-----#4------1 Foo-mmmmmmoe | réglée
—'-t Comparateur |y | Correcteur Pré-actionneur | | Actionneur || Processus | .

Capteur

Chaine de réaction

Figure 1.1 : Schéma fonctionnel d’'un systeme asservi

Exemple : Conducteur d’une voiture

Le conducteur doit suivre la route, pour cela : il observe la route et son environnement et
évalue la distance qui sépare son voiture du bord de la route. Il détermine en fonction du
contexte I’angle qu’il doit donner au volant pour suivre la route. Il agit sur le volant (donc sur
le systeme), puis il recommence son observation pendant toute la durée du déplacement. Si un
coup de vent dévie la voiture, apres avoir observé et mesuré 1’écart, il agit pour s’opposer a

cette perturbation.



3. Classification des systemes

Dans la figure 1.2 on présente une classification des différents types des systemes.

[ Systeme ]
[ Systéme statique ] [ Systéme dynamique ]

l l

[ Systéme Monovarible SISO ] [ Systéme Multivarible MIMO ]

l l

[ Systéme stochastique ][ Systéeme déterministe ]

l l

[ Systéme linéaire ] [ Systéeme non linéaire ]

l |

[ Systéme a temps discret ] [ Systéme & temps continu ]

Figure 1.2 : Classification des systémes

4. Définitions
4.1 Systéme linéaire

Un systeme est linéaire au sens mathématique si :

s(t)

L Systéme linéaire [ —




e, (t) ——==>5,(t)

&, (t) ——===5,(1)

g, (t) +e, (t) =——=s1(1) +5,(1)

Ae (t) ——= As(t)

Un systéme est linéaire au sens physique s’il est décrit par une équation différentielle a

coefficients constants.

4.2 Systéme a temps continu
Un systéme est continu s’il met en jeu des signaux continus qui ont les mémes propriétés

qu’une fonction continue.

4.3 Systeme a temps discret
Un systéme discret est un ensemble qui introduit une relation entre des variables d'entrée
et des variables de sortie, dans lequel ces variables ne peuvent avoir qu'un nombre fini de

valeurs.

4.4 Systeme linéaire a Temps Invariant LTI
Un systéme a temps invariant a un modele identique a tout instant (un retard t ne change pas

la loi du modéle).
e(t) ——=  s(t)
et—r}———> s(t-1)



sLntréee aLntree
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Figure 1.3 : Comportement d’un systeme LTI

4.5 Systeme déterministe

Un systeme déterministe résulte d'un systéeme dont la réaction a une impulsion donnée est, a
n'importe quel moment, déterminée de facon unique. C'est-a-dire qu'a une « condition
initiale » donnée a l'instant « présent » va correspondre a chaque instant ultérieur un et un seul

état « futur » possible.

4.6 Systéme causal

Un systeme est causal si a un instant t , sa sortie s(t) ne dépend que des valeurs de son

entrée e(t) pour t <t,. D’autre part, un systéme causal ne répond pas sans étre excité.



Signaux et Systémes Linéaires ISET de Sousse

Chapitre 2

Transformée de Laplace

1. Introduction
L’étude des systemes physiques s’accompagne obligatoirement de manipulation des
équations différentielles. Cependant, la résolution n’est pas toujours simple. Pour faciliter les

calculs, on utilise un outil mathématique puissant c’est la transformée de Laplace.

2. Définition
Les processus étudiés seront caractérises par des fonctions régies par des signaux

continus. Soit une fonction f(t) continue sur % et supposée nulle pour t<0 (fonction

causale). On appelle la transformée de Laplace de f la fonction F définie par :
F(p)=L[f(t)]= [ f(t)eat
0

Avec p une variable complexe.

On note :

f(0=L[F(R)]

On appelle F(p) la transformée de Laplace de f(t) et f(t) est I’originale de F(p).

3. Transformée de Laplace des signaux de base

3.1 Echelon unité

1 pourt>0
Ce signal est défini par : ut)=1 . "
0 pourt<O
u(t)}
1
0 t

+00 —l - 1
= = 7ptd = — -pt = —
U(p) = L[u()] .([e t p[e I :



= L[u(t)]:%.

3.2 Impulsion de Dirac
0 pour t<O
Soit la fonction f(t) définie par: f(t)= % pour 0<t<g¢
0 pour t>¢

A

f(t)

v

F(p)=Ll1(0]= [ Lea= P i B
0

X

et -1
avec lim =1
x—0 X

En faisant tendre & vers zéro, f(t)devient 5(t)et F(p)tend versl.

Dou:  Ls(t)]=1

3.3 Fonction puissance

Soit r,(t) =t"u(t)
=R, (p)=L[r,()]= Tt"eptdt.

On pose :

X(t)=t" = x(t)=nt""

yh=e" =yH=—e”
p
1: Ly . . . _ -1 n,-pt [F* n " n-1,-pt
En utilisant I’intégration par partie, on trouve : R (p)=—I|t"e +— J t" e Pdt
p Po

= Rn(p>=%Rn_l(p)

Ry(P) = L[u(t)]=%



R(P) =~ Ry(P) =
p

p

2 2
R2 = — = —
(p) IOF€1(|0) 03
R,(P)= >Ry (p) =2
p p4

D’ou par récurrence :

Rn(p)=L[t“u(t)]=pnTil

3.4 Fonction exponentielle

Soit la fonction f(t)=e*u(t) avec aeC

0 p p atp
= L[e™u(t)]= 1
a+p

3.5 Fonctions sinus et cosinus
Soit la fonction f(t)=sin(at)u(t), g(t)=cos(«t)u(t) et e’ =cos(at)+ jsin(at)

Lleu(t)|= = -
[ ( )J p—jo p*+o’ p2+a)2JrJ p° +w’

= L[cos(awt )u(t)]+ jL[sin(wt)u(t)]

(0]
2
p"t+o

D’ou L[cos(at)u(t)]= pszz et L[sin(awt)u(t)]=

7

4. Propriétés de transformés de Laplace

Soit f(t), g(t)eR", a, BeC, a0, F(p)=L[f(t)] et G(p)=L[g(t)].

Linéarité Lle f(t)+ B a@t)|=a L[f ®)]+AL[g®)]
Unicité L[f®)]=L{g®)] < ft)=g(t)
Changement d’échelle L[f (at)]zl F(B)
de temps a a
Changement
d’échelle de L‘{F (g)} _ af (at)
fréquence




Translation dans le L[f (t—a)u(t—a)]=e*"F(p)
domaine

temporel

Translation dans le L[e—atf (t)Jz F(p+a)
domaine complexe
Transforméede | L[f™(t)|= p"F(p)—p"*(0") - p"2FO(0")—...— 1 "I (0")
Laplace de la dérivée

Transformée de i 1
L| [ f(t)dt [==F(p)
Laplace de ’intégrale 0
Théoréme de la valeur Iting f(t)=f(0") = lim pF(p)
— p—>+
initiale
Théoréme de la valeur lim f(t) = f (+o0) =lim pF(p)
t—+o0o p—0
finale
Remarque

Si les conditions initiales sont nulles, alors :

» dériver dans le domaine temporel revient a multiplier par p dans le domaine de

Laplace.
> intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par p dans le domaine de Laplace.

5. Transformée de Laplace réciproque
f(t)=L"[F(p)] est la fonction originale de F(p), nous admettrons que si elle existe, elle

est unique. Nous pourrons mettre la transformée sous forme de somme de transformées

simples dont on connait les originaux.

Soit F( p)=M avec deg(N)<deg(D), en utilisant la décomposition en éléments simples,

D(p)
on trouve :
F(p)= A + B +..+ E 5+t Gp+28 5
p+a p+b (p+c) (p+d) +e
Exemple
2
Déterminer la transformée de Laplace inverse de la fonction F( p)=2E’—_31 .
p+p-

Solution



__ P31,

(p)_2p2+p—1 2 2, P 1

pr -

2 2
03 ), 6

avec 2+ A B 8 + 6
0%+ 1 p+1 p-05 p+1 p-05
2 2
2 1 11 1

1
Dot F(p)==+2
o )= 30 12p05

On obtient alors :

2 4 11 o5
f(t):0.55(t)+(§e —Ee ju(t)

6. Résolution d’équations différentielles a coefficients constants

6.1 Equation du premier ordre

Soit y +ay = f(t) avec y(0") =y,
amLU+wL¢U@ﬂapwm—%+m%m=er:m+mwm:Fwwvo

Dot Y(p) =Py Yo et vty = LY (p)]
p+a p+a

Exemple 1
Trouver y(t) si f(t)=u(t) : échelon unité

Solution
fO=u0) = F(p)=

1 N Yo _A B Yo

Y(p) = )= (A+B)p+Aa Yo

p(p+a) p+a p p+a p+a p(p+a)  p+a
Par identification, on trouve a — Y(p)= a,_a ., Y
B = -1 p p+a p+a
a

Do y(t) = E (Y, —g)e-“}ua)

Exemple 2
Trouver y(t) si f(t)=0o(t) : Impulsion de Dirac



Solution
ft)=0(t) = F(p)=1

1 1+ a
Y(p)=——+20 == Yo — vty =[@+y,)e ™ it
p+a p+a p+a

6.2 Equation du second ordre
Soit y +ay +by = f(t) avec y(0") =y, et y'(0*) =Yy,
Ona Ly +ay +by|=L[f(t)]=

P2Y (P)— PY, — Yo +aPY (p)—ay, +bY (p)=F(p) =
(p? +ap+b)Y (p) = F(p)+ py, +ay, + Yo

Dot Y(p)= P (PEA Yo o yy afy ()]
p +ap+b p>+ap+b

Exemple 1
Trouver y(t) si f(t)=u(t), y,=1, y,=-1, a=2¢et b=5.
Solution
1 p+1

Y = +

(P) p(p*+2p+5) p*+2p+5

1 _A, Bp+C _(A+B)p°+(2A+C)p+5A
p(p*+2p+5) p p*+2p+5 p(p*+2p+5)
Al

Par identification on trouve< B =

5

-1 1 1] 1 p+2
_:>2—=_ __2—
5 p(p +2p+5) 5| p p +2p+5
-2

5

1)1 4p+3 1. 4(p+) 1
Y(p= [p p+2p+5} Y=g [p (p+1)*+4 (p+1)° +4}

D’ou y(t) =%[1+ e (4cos(2t) —0.5sin(2t)|u(t).

Exemple 2
Trouver y(t) pour f(t)=0(t), y(0')=1, y(0")=-1, a=2¢et b=5.
Solution
p+2 p+1 1
Y(p)=—P % v(p)= N
(P) p>+2p+5 =Y(p) (p+D)*+4 (p+D*+4

Dot y(t) =e*[cos(2t) +0.5sin(2t)] u(t) .

Ahmed Anis KAHLOUL & Hatem CHOUCHANE



Chapitre 3

Schémas fonctionnels

1. Introduction

Un systeme complexe peut comporter plusieurs sous-systémes. Afin d’alléger la
manipulation des différentes équations de I’ensemble du processus, on utilise une
représentation graphique plus pratique. C’est la méthode des schémas fonctionnels ou

diagrammes fonctionnels.

2. Définition
Soit un systéme linéaire d’entrée e(t) et de sortie s(t), décrit par sa transmittance

H(p) =% peut étre représenté de maniére graphique par le biais du schéma fonctionnel

suivant :

e(t) s(t)
—

Systeme linéaire

L

E(p) (D) S(p)

A\ 4

Figure 3.1 : Schéma bloc
Un schéma fonctionnel peut comporter plusieurs blocs, ou chaque fonction du systeme
peut étre caractérisée par un bloc. Ainsi, le systéme d’équations peut étre remplacé par un

ensemble de blocs représentant les fonctions du systéeme.

3. Formalisme
3.1 Sommateur

Un sommateur permet d’additionner des variables. Il peut avoir plusieurs entrées mais

E,(p) C §S(p)=E1(p)jEz(p)
IEz(p)

une seule sortie.




3.2 Comparateur

Le comparateur permet de faire la différence entre deux entrées.

E,(p)

S(P) =E,(P)~E;(p)

3.3 Le capteur

E,(p)

Le capteur retourne la valeur prélevée telle qu’elle est sans modification.

T(p)

S(p)

s(p)
) X(p)=S(p)
3.4 Schéma fonctionnel
E(p) <§ ;\ S| R(p)
I G(p)

Exemple : Trouver le schéma fonctionnel du circuit RC suivant :

i(t)

e(t)

R

ﬂ\

c —_|s(®

Le condensateur étant initialement déchargé (u_(0) =s(0)=0)

e(t) = Ri(t) +s(t) = E(p) =R 1(p) +S(p)

E(p)-S(p)

= 1(p) = -

v



iy=c B 1 (py=c ps(p)

dt
1(p)
=S =—7
(p) Co
D’ou le schéma fonctionnel suivant :
E I
(p) RGN 1 S(p)
p

4. Simplification des schémas fonctionnels
4.1 Simplification des blocs en cascade
Un systeme représenté par la mise en cascade de deux blocs contenant deux fonctions de

transfert H,(p) et H,(p) est équivalent & celui représenté par un seul bloc contenant le

produit de ces fonctions de transfert.

E )| H(m[EP), E.(p) E,(p)

P H,(p)

E,(p) =H,(p)E,(p) et E;(p)=H,(p)E,(p) E,(p) =H(P)E.(p)
= E;(p) =H,(p)H,(p)E (p) H(p)=H,(p)H,(p)

4.2 Simplification des blocs en parallele
La mise en paralléle de deux blocs peut étre remplacée par un seul bloc contenant la

somme des deux fonctions de transfert.

» Hi(p)
=, 0, e EO [ [P,
» H,(p)
S(p)=H,(p)E(p)+H,(p)E(pP) S(p)=H(pP)E(p)
=(H,(p)+H,(p))E(p) avec H(p) = H,(p)+H,(p)



4.3 Formule de Black

(p) s S(p)
E(p) £ H,(p) P E(P) | H(p)

A

L H,(p)

S(p)=H,(p)e(p) avec &(p)=E(p)—H,(p)S(p)
= S(p)=H,(pP)E(p)—H,(p)H,(P)S(p)

= S(P)L+H,(P)H,(p))=H,(P)E(p)

= C’est la formule de Black
E(p) 1+H,(p)H,(p)

4.4 Transformation d’un comparateur en sommateur

-~ E® S(p)

S(p) =E,(p)-E,(p) =E,(p)+(-DE,(p)

4.5 Déplacement d’un sommateur

E(p) Qi) o LS) =ON H(p)@ ®
E2
IEZ(p) L H(p) E(p)

S(p) =H(p)(E.(p)+E,(p))=H(P)E,(p)+H(P)E,(p)

j i S
_>E1(p) H(p) s(p) - ~ E,(p) @-; H(p) &
IEz(p) L I | E®O

H(p)




S(p)=H(p)E,(p)+E,(p) = H(p)(El(p)+LE2(p)]
H(p)

4.6 Déplacement des capteurs

S(p)
E(P)._ | H(p) 5P, A E(® ] H(p) >
Y(p) |1 | Y
g | H(p)
Y(p) =——— H(p)E(P) = E(P)
H(p)
E®),[ H(p) s s EO) H(p) | S(P)
Y(p)
" o H(p) |—LP),
5. Application
Soit le schéma fonctionnel suivant :
o Hi(p) [ S(P),

% H.(p) | H,(P)

H,(p)

A

1) Simplifier ce schéma fonctionnel.
2) En déduire la fonction de transfert du systeme.

Solution



§Q+C§§>_*.mw> _Ho(p) Hy(p) |__S(P)
| 1+H,(p)
[ H,(P) |4
< -
E(p) H.(PH, (p)H;(p) s(p)
1+ H,(p) >
{ H,(P) |
< -
E(p) H,(p)H,(p)H,(p) s(p)

1+H,(p)+H,(p)H,(p)H;(p)H,(p)

La fonction de transfert est :
_S(p) _

H,(p)H,(p)H,(p)

H — =
()= E(p) ~ 1+ 1, (p) = Ho(P)H, (M) H. (D) H. (P)

Remargue :

Un systeme ayant deux entrées E,(p) et E,(p) et une sortie S(p), en appliquant le

théoreme de superposition, nous obtenons :

S(p) =T, (P)E,(p) +T,(P)E,(p)

E,(p)

S(p) S(p)
avec Tl(p):( J et Tz(p):[ j .
E,(p)=0 E2 ( p) E.(p)=0



Chapitre 4

Graphes de fluence

1. Définitions

Un graphe de transfert ou graphe de fluence est constitué d’un ensemble de nceuds et de
branches. Les nceuds représentent les variables du systéme, ils sont symbolisés par des ronds.
D’un nceud peuvent partir plusieurs branches il s’agit alors d’un nceud source. Un nceud
auquel arrive plusieurs branches est appelé puit (nceud secondaire). Les branches reliant les
nceuds entre eux et chaque branche est affect¢ d’un coefficient correspondant a la

transmittance.

H

\ 4

Xi O OXi+1

X; : Neeud de départ
X;,; : Neeud d’arrivée
Xi+l

X.

H= : Transmittance

Exemple : Tracer le graphe de fluence de circuit suivant :

Iy '2‘
———{ | e ‘

ﬁ Rl il - i2 v R2

> e

D’apres ce circuit on a :



2. Réduction des graphes

2.1 Transformations élémentaires




ISET de Sousse

X3 = ax, +bx
X, = CX, = acx, +bex;
C
X, O 3
1 X2 X3
b
=
ab
1-bc

X, = ax; +CX,
X, = bx, =b(ax, +¢x,) =bax, +bcx,

= X;(1-bc) =abx,

2.2 Reégle de Mason

Cette regle permet de déduire d’un graphe la relation entrée-sortie (fonction de transfert)
liant une variable d’entrée a une variable de sortie.

Si un processus posséde une variable d’entrée e et une variable de sortie s, la

sy 2T

i=1

transmitance du processus est : H(p) = =
E(p) A

Avec :
N : Entier qui représente le nombre des parcours directs de I’entrée e & la sortie s. Dans un
parcours aucun nceud n’est traversé plus d’une fois.

P : La transmittance du parcours direct N; obtenu en faisant le produit des transmittances
des branches du parcoursi .

A : Est le déterminant du graphe donné par : A=1->"B,+ > BB; - > BB,B, +..

B, : Transmittance de la boucle n”.

Z BB, : Somme des produits des transmittances des boucles disjointes 2 a 2.



z BB, B, : Somme des produits des transmittances des boucles disjointes 3 a 3.
A, : Déterminant du graphe obtenu en supprimant tous les nceuds traversés par le parcours i

Remarque : A chaque parcours i correspond un A, .

Exemple 1: Déterminer la fonction de transfert : H(p) = %
1
! R
R
E(p)o— S(p)
1(P)
Cp
Nombre de parcours =1
oo L
RCp
A =1
Nombre de boucle =1
B, :__1
RCp
A—l4 1 _1+RCp
RCp RCp
S(p) _ 1

Hp)= E(p) 1+RCp



Chapitre 5

Etude temporelle des systémes élémentaires

1. Introduction
Dans ce chapitre, nous nous limiterons a 1’étude des systémes élémentaires en présence de

diverses entrées : impulsion, échelon et rampe.

2. Systéme du premier ordre
2.1 Définition
Un systéme physique d’entrée e(t)et de sortie s(t)est dit du premier ordre s’il est régi par

une équation différentielle du premier ordre du type :
T%+S(t) = Ke(t)

Avec :
» K : Gain statique du systeme ;

» 1 :Constante de temps >0.

2.2 Fonction de transfert
En appliquant la transformée de Laplace a cette équation, on obtient :
7pS(p)—7s(07)+S(p)=KE(p)
Lorsque les conditions initiales sont nulles cette équation devient :
1+7 p)S(p) =K E(p)
La fonction de transfert du systéeme est alors :

_sS(p __K
H(p) = E(p) _1+z'p

Le schéma bloc d’un systéme du premier ordre est de la forme suivante :

E(p) K S(p)
L 1+7p




Exemple 1 : Réservoir a écoulement par gravité

“ Ge (1)

h—}O

S

g, (1)

Figure 5.1 : Régulation de niveau d’un réservoir

Le réservoir considéré est caractérisé par trois variables :

> Le débit d’entrée : q,(t) ;
> Le débit de sortie : g,(t) ;
» La hauteur de liquide dans le réservoir : h(t).

La section du réservoir est notée S . Le débit de sortie peut étre fixé par 1’utilisateur, on parle
alors de régime forcé. Dans ce cas, 1’évolution du réservoir est décrite par 1’équation :

dv(t) _ ¢ dh)
dt =~ dt

L’écoulement de sortie du réservoir peut étre libre (vanne ouverte), dans ce cas le débit de

=0, (t) -0, ()

sortie est provoqué par gravitation, et il est proportionnel a la hauteur de fluide dans le
réservoir (pour une variation autour d’un point de fonctionnement) : g (t) = ah(t)
D’otuona:

dh) ..
T_qe(t) ah(t)

Lorsque les conditions initiales sont nulles, cette équation devient :

(a+S p)H(p) =Q.(p)

La fonction de transfert du systéeme est alors :

HP) _ & _ K
Qe(p) 1+7p 1+Tp

U)QJ\I—‘

[o}]

avec .

» K= 1 - Gain statique du systéeme ;
a

> 7= S : Constante de temps.
a



2.3 Reéponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle du systeme du premier ordre est obtenue pour une entrée
e(t)=Ey (1) = E(p)=E

S K K KE, 1
ona H(p) =22 = K s(p)=H(p)E(p) = ——E, = 0
E(p) 1+zp 1+7p T op4r
T
En utilisant la table de la transformée de Laplace, on trouve :
_t
s(t) = KE, e “u(t)
T
t T o9)
s(t) KE, 0.366 KE, 0
T T
s(t)

KE,

AfF-—-------—-

-

Figure 5.2: Réponse impulsionnelle d 'un systéeme du premier ordre

2.4 Réponse indicielle

La réponse indicielle du systtme du premier ordre est obtenue pour une entrée
E

e(t)=E, u(t) = E(p)=?°
_S(p) _ _ __K
H(p)—E(p) l+Tp=>S(P) H(p)E(p) p(lﬂp)Eo

En utilisant la table de transformée de Laplace, on trouve :

s(t) = K E,(1- e%)u(t)



t 0 T 37

57

5(t) 0 0.633KE, | 0.95KE,

0.99 K E,

K E,

Réponse indicielle .

0,63KE{ oo )

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

T
- i ——— — ———

3T 5t

Figure 5.3 : Réponse indicielle d’un systeme du premier ordre

t
Temps de réponse a 5% = s(t,)=KE,(1-e *)=095KE, =>

t

1-e r=095 =

t

e =005 =

t. =—7Ln(0.05) =3r =

t,(5%)=3r

2.5 Réponse a une rampe

La réponse a une rampe du systeme du premier ordre est obtenue pour une entrée de type

rampe e(t)=E, tu(t).

e(t)=E, tu(t) = E(IO)=E—2
p

_S(p_ K
H(p) = E(p) 1+zp

= S(p)=H(p)E(p)=

0

K
p*d+7p)

En utilisant la table de transformée de Laplace on trouve :



s(t)=K Eo(t—r+re‘3)u(t)

st

JAT |- 7

3AT

At

A13 |—

T 2t 3t 4t t(s)

Figure 5.4 : Réponse a une rampe d’un systeme du premier ordre

3. Systéme du premier ordre genéralisé

3.1 Définition

Un systeme physique d’entrée e(t) et de sortie s(t) est dit du premier ordre généralise,
lorsqu’il est régi par une équation différentielle du premier ordre de la forme :

ds(t) de(t)

a1?4“'3105(0 = QTJFbo e(t)
Ou sous une forme canonique : d‘;(tt) +5(t) = K(r' %Jre(t)j

avec :
% K : Gain statique ;
% r et ¢ : Constantes de temps ;
ST =Ar:
> 87 A>1:ondit que le systeme est a avance de phase ;

> 87 A <1 :ondit que le systéme est & retard de phase.



3.2 Fonction de transfert
En appliquant la transformée de Laplace a I’équation différentielle précédente avec des
conditions initiales nulles, on obtient :
(L+p)S(p) = K(1+ A )E(P)
La fonction de transfert du systéme du premier ordre généralisé est alors :
_S(p) _  1+4m
E(p) 1+

Le schéma bloc d’un systéme du premier ordre généralisé est de la forme suivante :

H(p)

E(p) | Kd+4zp) | s(p)
— " 1+tp |

Exemple 1 :
On considere le systéeme électrique suivant :

»
iy
»®

Vz(p): 1+R,Cp :K1+Mp

V. (p) 1+(R1+R2)Cp 1+p
R,

R +R,’

H(p)=

K=1,7=(R,+R,)C et A=

— RZ
R+R,

<1, d’ou il s’agit d’un systeme a retard de phase.



Exemple 2 :
On considere le systéeme électrique suivant :

[
e e
A A

R,

I—‘O -

H(m:VAp)_ R, _1+RCp _ 1+imp

Vi(p) Ri+R, g, RRC T 14
R +R,
__R e RRC ., _Ri+R,
R +R, R +R, R,

/1=R1+R2

2

>1, d’ou il s’agit d’un systeme a retard de phase.

3.3 Réponse indicielle

La réponse indicielle du systeme du premier ordre généralisé est obtenue pour une entrée

e(t) = Eq u(t) = E(p):E—F;’

S(p) 1+ Am 1+ Amp
H(p) = =K S(p)=H(p)E(p) = KE,
(p) E(p) o = S(p)=H(p)E(p) oLt )
1
S(p) =KE, r 4 A

1
p(p+=) p+=
T T
En utilisant la table de transformée de Laplace on trouve :
_t
s(t)=K E0[1+(/1—1)e T]u(t)

On trouve :

5(0) = KE,A et s(0) =0



Signaux et Systémes Linéaires ISET de Sousse

0.8

0.6

0.4

0.2

] 0.5 1 1.5 2 25 3

t(sec)

Figure 5.5 : Réponses indicielles unitaires d’un systeme du premier ordre
généralisé avec K =1, A1=05¢et 1=15

4. Systéme du second ordre
4.1 Définition
Un systéme physique d’entrée e(t) et de sortie s(t) est dit du second ordre s’il est régi

par une équation différentielle du second ordre du type :

d?s(t) _ ds(t) B
b e +a ot +s(t) = Ke(t)

4.2 Fonction de transfert

En appliquant la transformée de Laplace a cette équation pour des conditions initiales
nulles, on trouve : b p>S(p)+apS(p)+S(p)=K E(p)
La fonction de transfert du systéeme est alors :

S(p) _ K
E(p) 1+ap+bp?

H(p)=

D’une maniere générale, on écrit la fonction de transfert d’un systeme du second ordre de
la fagcon suivante :

K B Kaw?
2m 1 p*42ma,p+al

I+—p+—
Wy 2

H(p)=

avec .

» K : Gain statique du systeme;



> w, : Pulsation naturelle du systtme en rd/s;

> m : Facteur d’amortissement.

Le schéma bloc d’un systéme du second ordre est de la forme suivante :

E(p) Kag S(p)
> 2 2
p°+2ma,p + w;

L’équation caractéristique est . p® +2mam, p+ & =0 = A=4a(m? —1)
1*"cas: m>1

m>1= A>0= H(p) possede 2 poles réels :
> p,=—Ma, +w,vm* -1

> p,=—Ma, — o, m? -1
2°™ cas :m=1
m=1= A=0 = H(p) possede un pdle double p, =-aw,
3éme

cas:0<mxl

O<m<1l= A<0= H(p) posséde deux pdles complexes conjugués :
> py=—May, + jo,V1-m?
> P, =—May, — joyV1-m?

Exemple 2 : Circuit électrique RLC

R L
i(t) L Y'Y YL
£ |
e(t) C
. . . . di(t)
La loi des mailles permet d’écrire : e(t) = Ri(t) + LT +s(t)
Orona i(t) =C@

dt

2
Dooi et)=RC EW 4 1B O
dt dt

s(t)



On suppose que les conditions initiales sont nulles. En appliquant la transformée de Laplace a
cette équation, on trouve :

E(p)=LCp®S(p)+RCpS(p)+S(p)

S 1
TP (O N
E(p) LCp°+RCp+1
1
= H(p)=——=C—.
PPt
L' LC

poi k-1, o= [ L etm=R €.

4.3 Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle est obtenue pour une entrée e(t)=E,5(t) = E(p)=E,

S(p) Koy
H = =
(P) E(p) p°+2mo,p+a;

E,Ke}

= S(p)=H(p)E(pP)=—; >
P°+2Ma, P + @y

1*" cas : m>1(Systeme hyper amorti)

E,Kw? 1 EKw?, 6 1 1
S(p) = —2>——=EKa} =t -——)
(p_pl)(p_pz) (p_pl)(p_pz) pl_pz p_pl p_pz
2
D’ou s(t) :M(eplt —e"u(t) >
1_p2
E, Ko —May+a, \/ﬁ)t (-may—o \/ﬁ)t
S(t) = —2==_ (e("M™+ —elmm= Yu(t)
2vm? -1

o 1 1

0 0.2 0.4 06 0.8 1 t(s)

Figure 5.6 : Réponse impulsionnelle d'un systeme du second ordre hyper amorti

10



2" cas : m=1 (Systéme amorti)

2
S(p) = EOKa)02 _ K:ILE0
(p+ay,) 1+ = p)?
@,

En utilisant la table de la transformée de Laplace, on trouve :

s(t) = E,Ka te ™ u(t)

! 1 | Il

a 0.2 0.4 0.6 08 1

Figure 5.7 : Réponse impulsionnelle d'un systeme du second ordre amorti

3™ cas : 0 <m<1 (Systéme sous amorti)
E,K
1+2m(Pyp+ (P
2 29

S(p) =

En utilisant la table de la transformée de Laplace, on trouve :

sty = K 31”0_ “sinf(o, I m?)t]uct)

On pose alors :

> o, =wyv1-m? : Pulsation propre

> T _2z : Pseudo période
@y

K E,wie ™"

Dot s(t) = sinfo, t]u(t)

p

T(s)

11



-1 1 1 ] 1 1 1

o 02 0.4 0.6 0a 1 1.2

Figure 5.8 : Réponse impulsionnelle d’'un systéme du second ordre sous amorti

45™ cas m =0 (Systéme juste oscillant)

2
E,Koj
p*+a;

S(p)=

En utilisant la table de la transformée de Laplace, on trouve :
s(t) = KE, @, sin[a, t] u(t)

s(f)
A

gL

6

-y

0 0.5 1 1.5 2 25

Figure 5.9 : Réponse impulsionnelle d’'un systeme du second ordre juste oscillant



4.4 Réponse indicielle

La réponse indicielle est obtenue pour une entrée e(t)=E, u(t) = E( p)=E—;
S Kw?
H(p) — (p) — . 0 - =
E(p) p°+2mo,p+a,
E,Ka?
S(p)=H(p)E(p)= o
(p)=H(p)E(pP) o(p? 1 2ma,p+ )
1*" cas : m>1(Systéme hyper amorti)
S(p)= E, K} _ E, Ko} 1
_ - 1 1
P(P—PI)(P—P:) PP, pl——p)L-—p)
1 2

En utilisant la table de la transformée de Laplace, on trouve :

2
S(t): EOKCOO |:l+ p1p2 (iepzt _ieplt):|u(t)
PP, P— P P, Py

= 5(0)=0 et s(w) =E,K
s(t)
A

KE,-

08

04

02

Figure 5.10 : Réponse indicielle d’'un systéme du second ordre hyper amorti

On remarque que la tangente a ’origine est nulle.

2" cas :m=1 (Systéme amorti)

2
S(p)= Ko _ E0I1<

2

S,
—

{(s)



En utilisant la table de la transformée de Laplace, on trouve :
s(t) = EoKJ1— 1+ oty e Ju(t)
s(0)=0 et s(x) =E,K
s(?)
N
KE

0

08r

06

04

0 | I I I |
0 0.2 04 06 0.8 1

Figure 5.11 : Réponse indicielle d’'un systeme du second ordre amorti
3™ cas : 0(m(1 (Systéme sous amorti)
E,K

p{l+2m(£)+(£)2}

0

S(p)=

En utilisant la table de transformée de Laplace, on trouve :

—Mat
X

s()=K E{l— sin(w,t+¢) [u(t)

p

avec .

> o, =wyv1-m? : pulsation propre ;

> T, 2% . hseudo période ;
w
p

[ 2
> (pzarctan[ 1-m ]
m

t(s)

14
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PR IS A T U . N T —
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L ! |
: i
06 i ks | i
i o I
o |
|
oz [ ]! :
0 ; : 1 1 : | |
0 tn  Gic 05 1 410% 1.5 2 t(s)
Figure 5.12 : Réponse indicielle d'un systeme du second ordre pour m<1
Sy — () e
p . p —S(%0 2
Dépassement : Le premier dépassement D%=max(—)><100 : D% =100e ¥+ ™,
S(oo
> Si m=0= D(%)=100%
> Si m=1= D(%)=0
T

Temps de pic : C’est le temps correspondant au premier dépassement : t, =

Temps de réponse : Pour m faible t,(a+5%) = et t,(a £2%) =

Ma, Ma,

45™ cas m=0 (Systéme juste oscillant)

EKe?  EK

S(p): ( 2+a)2) 2
pp o p(l+p—2)
12

En utilisant la table de la transformeée de Laplace, on trouve :
s(t) = KE,[1—cos(myt) ] u(t)

wyN1-m?

15
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Figure 5.13: Réponse indicielle d'un systéme du second ordre juste oscillant
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Chapitre 6

Etude harmonique des systémes élémentaires

1. Introduction

Considérons un systéme linéaire d’ordre quelconque avec une entrée et une sortie. Si
I’entrée est sinusoidale (e(t)=E, sin(«t)), la propriété linéaire du systéme fait que la sortie
sera ¢galement une sinusoide, de méme pulsation que I’entrée. On aura : s(t)=S, sin(wt + ¢).

Dans une analyse harmonique d’un systéme, la réponse de ce systéme a une sinusoide est

. \ ) .
caractérisée par deux parametres Gasz—0 et déphasage : ¢.
0

Ces deux parametres dépendent de la pulsation @ , avec : Gain—E—°_|T(Ja))| et

p=arg(T(jw) ou T( jw) est I’expression de la fonction de transfert du systéme dans laquelle
on remplace la variable de Laplace p par jo.
Il existe trois types de représentations graphiques :

» Le lieu de Bode ;

» Le lieu de Black ;

» Le lieu de Nyquist.

2. Systéme du premier ordre
2.1 Lieu de Bode

La fonction de transfert d’un systéme du premier ordre est donnée par :

K .
1+7p =T(je)= 1+7jo

T(P)=

Le lieu de Bode se présente sous la forme de deux courbes :
+ Courbe de gain :[T( jo)|,, =20log([T(je)|);
+ Courbe de phase : p=arg(T(jo).

Etude du Gain

a)) w/1+(rw

Soit o, 1 ,alors [T(jo),, =20logK ~10log(1+(-2)?)
T 2}

= [T(jo),, =20logK —10log(1+(zw))



Si w << a,, alors [T(jw),, ~20logK
Si @=a,, alors [T(jo),, =20logK -3
Si @=10ay, alors [T(jw),, ~20log K —20

Si w>> @, alors [T(j),, ~20logK —20log(~2) ~ 20log K + 20log (e, )—20log(w)
@

On remarque que I’asymptote de gain est une droite de pente -20dB/ décade

On appelle décade I’intervalle de fréquence de f a 10 f

On appelle Octave I’intervalle de fréquence de f a 2 f

Etude de la phase

T(jo)= K — = p=ar(T (jw)) =—arctan(rw) = —arctan(ﬁ)
1+7 jo @,
Si w<<a,, alors ¢ >0

Si w=aw,, alors goz—%
. T
Si @ >> w,, alors (p—)—E

Pour w=a, ~1 ona T(jo),, ~20logK —3€t ¢ = —% ., est la pulsation de coupure
T

D’ou la représentation du lieu de Bode est la suivante :

° T 1 T T T ] T T T T T T T T T T 17T

Gain (dB)

Phase (deg)

1 S deaneos A O O O [T S D R O R DO, . O W e
10* 10’ 0’ 10’
Fréquence (radis)

Figure 6.1 : Lieu de Bode d’un systéme du premier ordre pour K =1
2.2 Lieu de Black



Le lieu de BLACK, aussi appelé NICHOLS, représente le gain [T( jo)),, en fonction de
la phase ¢ =arg(T(jw). La courbe est graduée en @

Si @—0, alors T(jw),, ~20logK et ¢ —0

Si w=ay,, alors [T(jw),, =20log K —3et q):—%

Si @w—>+w, alors [T(jo),, - et (0_)_%

D’ou la représentation du lieu de Black est la suivante :

Lo mm=-- "= 10 - T -
-10F A o I Y
R - : X

T

N [
X
o0 b G e mmmmata T TR L
o Tu Ay y :
. ! N ' [l
¥ [ [

=30 -

Open-Loop Gain (dB)

T T S Y s P p

=0 -

-G0 L '
-1335 -90 -435 ul

Open-Loop Phase (ded)

Figure 6.2 : Lieu de Black d’un systéeme du premier ordre pour K =1

2.3 Lieu de Nyquist
Le lieu de Nyquist consiste a tracer pour tout o réel positif la partie imaginaire de

T( jw) en fonction de la partie réelle de T(jw).

. K K -Kro . .
T = = + =X+]jY
(ja)) l+rjo 1+(ro) 1+(Ta))2j :
. K . -Krw
= X=R(T(jw))=—— et Y=Im 0)=——.
R(T(jw)) L (co) (T(jo)) L (o)
2 2 2
2+Y2:M=KX , alors (X—5)2+Y2 =(5)2 : ¢’est ’équation d’un cercle de
(1+(z0)?) 2 2

rayon % et de centre(%,O).

Si w—0,alors X=KetY=0"
Si w—+o0,alors X =0"etY=0"
Donc le Lieu de Nyquist est le demi cercle inférieur (car o est positif)

D’ou la représentation du lieu de Nyquist est la suivante :



01 i ~ T LI T T

maginary Suis

-4dB

-0z 1] 0.2 04 05 0.8 1
Real Awis

Figure 6.3 - Lieu de Nyquist d 'un systéme du premier ordre pour K

3. Systeme du second ordre
3.1 Lieu de Bode
Un systeme du deuxieme ordre est défini par sa fonction de transfert :

2

K
T(p =" % 2
p°+2ma, p + o,

K
.2Mw

=>T(jo)= o5
(A-(C—))+]——
@y 24

. W
Sion pose u=—-, alors on trouve :
2

K

Tu)= (1—u2)+ j2mu

Etude du gain

T (ju)=

K

J(1-u?)? +(2muy? = [T(ju),, =20logK _10|°9[(1‘U2 )’ +(2mU)ZJ

Si u—0, alors [T(ju),, ~20logK
Si u=1, alors [T(ju),, =20logK —20log(2m)
Si U— -+, alors [T(ju),, ~20logK —40logu

On remarque que I’asymptote de gain est une droite de pente -40dB/ décade

» Sim>0.7, alors la courbe ne présente pas un pic de résonance.

=1



> Si m<0.7, alors la courbe a un pic de résonance en u=+v1-2m?® . C’est-a-dire, pour

wr = wyV1-2m> , on appelle cette pulsation la pulsation de résonance. On définit :

> Le facteur de résonance : Q—% avec [T| S
T Te),, * omy1-m?

0—0

> Le pic de résonance : Mg =[T o], —[T(0)] 5

Etude de la phase
2mu

7)

. K .
T(ju)=————— = @p=arg(T(ju))=-arctan
(ju) u)s jzmu 7 9(T(ju)) .

Siu—0,alors ¢ -0
Siu=1, alors ¢=—%

Si u—+oo, alors ¢ —» -7

La courbe suivante représente le lieu de Bode pour m=0.15¢et K =1.

20 T T IR

Gain (dE)

Phase (deg)

Freguence (radizec)

Figure 6.4 : Lieu de Bode d’un systéeme du second ordre

3.2 Lieu de Black
Si @—0, alors T(jw),, ~20logK et ¢ >0

Si @=a,, alors [T(ju),, =20logK —20log(2m)et qoz—%



Si w—>+0, alors [T(jo),, >—~ et p—>—7

La courbe suivante représente le lieu de Black pour m=0.15et K =1.

Open-Loop Gain (dE)

20 T

50

_E0 : 1 : ; g - =
=150 -135 -90 -45 u]
Open-Loop Phase (deg)

Figure 6.5 : Lieu de Black d’un systeme du second ordre

3.3 Lieu de Nyquist

La courbe suivante représente le lieu de Nyquist pour m=0.15et K =1,

Imaginary Axis

0.s T T T

Red Axiz

Figure 5.6 : Lieu de Nyquist d 'un systeme du second ordre



4. Conclusion

Aussi bien dans la representation de Bode que celle de Black, le tracé passe par le calcul
du gain en dB et du déphasage de T( jw). En laissant ce terme factorisé, il sera plus aisé
d’étudier le gain et le déphasage de chaque facteur puis de sommer les gains et les déphasages

(car I’argument d’un produit est la somme des arguments).



Chapitre 7

Signaux et Systémes Discrets

1. Introduction

Un signal a temps discret est un signal obtenu par 1’expression d’une information a des

valeurs ponctuelles du temps x(t, ), il constitue donc une suite numérique. Dans la pratique,

les signaux a temps discret sont le plus souvent obtenus par 1’opération appelée

échantillonnage, qui consiste a prélever sur un signal analogique les valeurs aux instants kT,,

avec T, période d’échantillonnage et k une variable prenant ses valeurs dans 2 .

X(kT )A X(t)

-4 -3 -2 -1 o 1
4T a7

e e

w
IS
-+ X vy

Un signal a temps discret peut aussi étre obtenu mathématiquement par la donnée de ses

valeurs successives, ou sous forme récurrente.

2. Signaux élémentaires
2.1 Echantillon unité

1 pour k=0

0 sinon

d(k)z{

d(k)




2.2 Echelon unité

1 k>
u(k):{ pour k >0

0 sinon
u(k)
10
3 -2 -1 Do 2 K
2.3 Signal rectangulaire
1 pour 0<k<K-1
rect(k):{ p_
K 0 sinon
A
resct(k)
10
3 -2 -1 o 1 5 3 .

Pour les signaux dont I’amplitude n’est pas constante, nous introduirons la période

d’échantillonnage.

2.4 Signal exponentiel
X( k ) — akTe — eotkTe
2.5 Signal sinusoidal

X(k)=sin(24KkT, ) = sin(ZﬂK%)

y(k)=cos(24KkT, ) = cos( 27k %)

1. Transforméeen Z
3.1 Définition
La transformée en z d’un signal causal a temps discret X(kT,) est donné par

X (z) = Z[x(KT))] = io:x(kTe)z‘k = f“x(k)z‘k avec z=e"",

k=0



1.2 Condition d’existence

Le signal x(kT,) a une transformeée en Z s’il existe z tel que la serie complexe X (z) soit

convergente.

3.3 Transformée en Z des signaux élémentaires

1 pourk=0

Echantillon unité ou impulsion de Dirac : (k) :{ .
0 sinon
Z[5(k)=z°=1

1 pourk>0

Echelon unité : u(k) ={ )
0 sinon

U(k)=(k)+8(k—1)+5(k—2)+8(k —3)+..+ 5(k —o0)

est une série géométrique de raison z*, d’ou

& z70%0-7z7 1 1 z
U Z)= Z_k= = = =
(2) kzz.; 1-z% 1-z7 1 z-1
z
Exemple :

Calculer la transformée en z du signal x(t) échantillonné a la période T, avec

X(t) = (3+ 6t +8t° )u (t), u(t) étant la fonction d’Heaviside (échelon unitaire).

Réponse :
En exploitant la table de transformeées en Z, on trouve ;

3z . 6T.z 8T7z(z+1)

X(@)= z-1 (z-)* (z-1°

3.4 Propriétés de la transformée en Z

Les propriétés de la transformée en Z sont présentées dans le tableau suivant :

Linéarité Z[a f(K)+paK)]=az[f (K)]+LZ[gK)]
Retard Z[x(k—ky)]=z"X(z)
Avance Z[x(k+k0)]=zk{X(z)—fx(l)z"}
Multiplication par une Z[kx(k)]= —z%




rampe

Translation complexe Z[e’akx(k)]: X(ze %)
a z
Sommation Z[Z X(k)} =——X(2)
k=0 z-1
dx 1 _
Dérivation Z{E (kTe):l =T (1-z7)X(2)

Théoréme de la valeur . .
Iklmg(k)z lime(z)
e e 0 00

initiale - =

Théoreme de la valeur ) 71
lime(k)=lim——g(z)
finale k—o0 -1l 7

3.5 Transformée en Z inverse

Il'y a plusieurs méthodes pour le calcul de la transformée en Z inverse :
x(K)=Z[X ()]

< division euclidienne suivant les puissances croissantes en z*, ou décroissantes en z ;

% décomposition en éléments simples de X@) et exploitation de la table de
z
transformées en Z ;
% utilisation de la méthode des résidus.
Exemple 1:
3 92
Calculer la transformée en Z inverse du signal F(z) = #
(z-D)(z-2)
Réponse :
La décomposition en éléments simples de F@) s’écrit : F(2) IS =+ 2
z z z-1 (z-)° z-2
Alors, f(k)=(-1—k+2“u(k)
Exemple 2 :
. : : —z7+7°
Calculer la transformée en Z inverse du signal G(z) = ——— .
2+32+12
Réponse :
On écrit d’abord G(z) comme une fraction rationnelle en z ™, les polyndmes ordonné
. : 1. 1 1-z7
selon les puissances croissantesde z°:G(z )= ————
1+3z27+2z2
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Ensuite on effectue la division selon les puissances croissantes de z™* :

17 1+327%+2z27°
a3yt 0g? 1-4z7"+1027%-22727°...
+327+22
—4z71-277*

- —4z7'-127%-87"°

10z2+827°
- 10z2-30z7°%+20z7"

—2273%-207"
—227°%-662*-447

467" +44z7

On en déduit que : g(k) =0(k)—46(k-1) +105(k —2) —225(k —3)...
3.6 Transmittance échantillonnée

Considérons le systeme a temps discret, linaire, causal et invariant dans le temps suivant :

e_»(k) Systéme —>S(k)
E(z) S(z)
| H@) [

E(z)

. , . , \ S(z
On appelle transmittance échantillonnée du systeme le rapport H(z)= (2)
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